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要旨

泡が多数分散した流体は、変形に起因した様々な特徴的な物性を有することが知られ

ている。実験では、多数の泡を含む系での研究は多くされているが、シミュレーション

で対象の系を再現できる適切なモデルは少ない。例えば、流体力学シミュレーションで

泡の変形を計算することができるが、泡の数を増やしていくと計算効率が悪くなる。ま

た、2次元の一つの泡を一つの円で表現する粗視化モデルが提案されているものの、泡

の変形に必要な自由度を粗視化しているため、泡の変形や変形に伴う物性を議論できな

い。そこで、本研究では、計算効率が良く、多体の泡の変形を扱うことのできるモデル

開発を目指す。卒業研究では、泡の変形を表現できる自由度を残した粗視化モデルを検

討し、せん断下での単体の泡の変形の再現を試みた。
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第 1章

諸言

1.1 泡のダイナミクス

泡は液体に気体が分散した分散系であり、様々な物性を示すため工学的にも広く使用されている [1]。

泡は他の分散系であるサスペンジョンやエマルジョンと同じく、異なる複数の相を含む液体である。よっ

て粘弾性 [2]や降伏 [3]、シアシニング [4]といった挙動を示すことが知られている。このような挙動は液

体内部の分散質の構造変化がもたらしている。例えば、粘度が減少するシアシニングの場合、粘度変化は

泡の変形により応力テンソル中の界面張力の寄与が変化することによって発現する。また、泡は他の分散

質と異なり圧縮性が大きいという特徴もある。このような泡の変形は以下で挙げる通りよく調べられて

いる。

希薄な泡の変形は、液体中に孤立した別の液体からなる液滴の変形の拡張で考えられている。流体中

に分散した単一の液滴のせん断下での変形について、早くに Talorら [5]は液滴の変形の理論を提案し、

変形量とせん断速度の関係を議論している。Cox ら [6] は、これを拡張し流体の粘度や表面張力の影響

を含めた理論を導出した。これらの研究は液滴の変形が比較的小さい低せん断速度領域でのものであっ

た。一方、高せん断速度下では、Hinchら [7]は大変形する液滴についての理論を導出している。さらに

Barthés-Bieselら [8] [9] [10]や Higleyら [11]は、理論を一般化し、弾性膜に包まれた液体（カプセル）

の流体中での変形を議論している。これらの研究では、表面積が変化しない場合や膜の弾性が界面張力に

よる場合などが議論されている。しかし、解析解を得るためにカプセルの形状を真球からの摂動展開で

扱っており、体積も表面積も大きく変化する泡に適用可能かどうかは議論されていない。これに対して

Canedoら [12]は、単純せん断下における泡の変形を実験的に測定し、Hinchらの液滴の理論が泡につい

ても成立することを示した。また、Rustら [13]とMüller-Fischerら [14]は、単一の泡についてキャピ

ラリー数 Caを変えて泡の変形を実験的に測定し、Ca数が大きくなるにつれて、Talorの理論から乖離

することを示した。

上記の研究は流体中で孤立した泡に関するものであったが、日常生活で経験する泡は気相の体積分率が

大きく，泡どうしが相互作用している。したがって泡は体積分率によって異なる物性を示し、切り分けて

扱うために体積分率に基づく分類がなされている [15]。

上記で述べた体積分率が小さいと泡はバブル（bubble）と呼ばれ、流体を含めた系をバブリーリキッド

（bubbly liquid）と呼ぶ。体積分率が大きくなると、泡はフォーム（foam）と呼ばれ、泡の最密充填付近

でウェットフォーム（wet foam）、さらに体積分率が大きくなるとドライフォーム（dry foam）と呼ばれ

る [15]。現在までの研究はフォームやバブルそれぞれの領域で各論的であり、また理論的に説明されてい

る泡の物理現象は限定されている [15]。
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1.2 泡のシミュレーションモデル

上述したように泡のダイナミクスは古くから研究され、一部は理論的に説明されている。しかし、複雑

な流動場で大変形をする場合は孤立泡（バブル）であっても理論的な扱いが困難である。濃厚なフォーム

の場合はさらに難しい。このような問題を解くために様々なシミュレーション法も開発されてきた。それ

らは、主にバブルをあつかうために、図 1.1に示すような孤立泡周辺の流体の運動を解く流体力学的な計

算と、主にフォームをあつかうために、図 1.2に示すような多体泡の特徴量のみを考える粗視化モデルに

基づく計算に分けられる。

まず孤立泡に対する計算を紹介する。van Sint Annaland ら [16] は、Volume of fluid(VOF) 法を用

いて、静止した液体中を浮力により上昇する泡が変形しながら運動する挙動を計算した。Hysingら [17]

は、泡の CFD として、レベルセット有限要素法及び Arbiterary Lagrangian-Eulerian(ALE) 法を用い

て同じ問題を解いている。このような計算を拡張して，より複雑な問題も解かれている。Chen [18]は、

Lattice Boltzman法を用いて、液相の圧力変化で泡が生成するキャビテーション現象において変形する

泡の挙動を計算している。Kagatsumeら [19]は、粒子法を用いて、泡が液体中を上昇する様子に加えて

泡が界面に到達すると消滅する様子を計算している。

次に多体泡に対する計算では、Okuzonoら [3]は、液相がほとんど無いドライフォームのような系で、

泡の界面の運動を定式化して泡の変形や緩和の様子を計算した。また、Durianら [20]は、個々の泡を真

円と近似した粗視化モデルを提案し、泡の変形ではなく泡の配置替えが重要なソフトガラスモードの挙動

を計算した。

図 1.1 流体力学シミュレーション 図 1.2 粗視化モデル



第 1章 諸言 4

1.3 本研究の目的

ここまで説明したように、流動変形下での多体泡の変形を扱える理論はない。数値計算でも流動変形す

る多体泡の直接数値計算は困難であり、種々のモデル化が試みられている。本研究では Okuzonoらのモ

デル [3]と Durianらのモデル [20]の間に位置するモデルの開発を試みる。すなわち、Durianらのモデ

ル [20]と同様に個々の泡の運動を考えながら、Okuzonoらのモデル [3]と同様に界面の変形も考えられ

るモデルを構築する。最終的には多体泡の計算を目論むが，本論文ではまず単純せん段下での孤立泡の挙

動を計算し、先行研究と比較した。
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第 2章

計算モデル

2.1 モデルの概要

以降、簡単のために二次元の泡を考える。二次元の泡の輪郭を複数の離散的な計算点で表現する。離散

化の概念を図 2.1に示す。泡の界面に計算点を置き、計算点の運動で泡の形状を表現する。計算点の位置

で定義される自由エネルギーから導出して運動方程式を導き、その運動方程式を数値的に解くことで、泡

の界面の挙動を計算する。なお、周りの流体は解かない。

図 2.1 2次元の泡の離散化の概念図、水色は液相、白色は気相、黒線は界面を示す。右図の丸は計算点を示す。
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2.2 泡の自由エネルギー

泡の自由エネルギーは、マクロな観点から式 (2.1)式で表されることが知られてきた [21]。

U = ΓS −∆PV (2.1)

ここで Γは表面張力、S は表面積、∆P = P − P0 は泡内部の圧力 P と泡外部の圧力 P0 の圧力差、V

は体積である。ここでは 2次元で考えるため、S を周長の L、V を面積の S として書き換える。

U = Γ′L −∆P ′S (2.2)

ここで Γ′ は 2次元での表面張力、∆P ′ = P ′ − P ′0 は 2次元での泡内部と泡外部の圧力差である。後述

するように、式 (2.2)は平衡状態で泡が安定して存在する条件がない。そこで以下のように改変した。

温度 T、面積 S の 2次元の泡の中に質量がmの自由粒子が N 個存在するとき、分配関数は式 (2.3)と

書ける。

Z = SN

N !
(2πmkBT

h2
)
N

(2.3)

この時のヘルムホルツの自由エネルギーは式 (2.4)となる。

F = −NkBT lnS + kBT lnN ! −NkBT ln(2πmkBT

h2
) (2.4)

のちに示す運動方程式を考えると、界面に置く計算点の位置に依存するのは第 1項のみであるから、こ

れを考慮して式 (2.2)を以下のように書き換える。

U = Γ′L −NkBT lnS + P ′0S (2.5)

なお N は、平衡状態での泡の時半径 R0 から、以下とする。

N = πP ′0R
2
0 + πΓ′R0

kBT
(2.6)

式 (2.2) と式 (2.5) の挙動を、真円の場合で考える。真円の半径を r とすると、面積 S = πr2, 周長

L = 2πr なので、式 (2.2)と式 (2.5)はそれぞれ以下のようになる。

U = 2πΓr −NkBT ln(πr2) + πP0r
2 (2.7)

U = 2πΓr − π∆Pr2 (2.8)

式 (2.8)では r = ∆P /Γのとき U が停留点となるが、このグラフは上に凸であるため泡は安定に存在

できない。一方、式 (2.7)では r = (−πΓ +
√
π2Γ2 + 4πP0NkBT )/2πP0 のとき Uが最小値をとり、泡の

圧縮拡張に対して安定である。
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2.3 泡の周長、面積、変形量の定義

式 (2.5)を数値的に扱うため、泡のポテンシャルを任意の位置 ri で偏微分する為、泡の周長 Lを泡を

構成する粒子の位置 ri の関数として記述する。凸包を用いて囲んだ各計算点間の距離の和として表現す

ると、式 (2.9)で表せる。

L({ri}) =
p

∑
i=1
∣ri − ri+1∣ (2.9)

𝒓𝟏 𝒓𝟐

𝒓𝟑
𝒓𝟒

図 2.2 凸包を用いて定義した泡の周長

同様に泡の面積 S は凸包を用いて囲んだ多角形のある頂点から対角線を引き、3つの頂点から構成され

る三角形の和で式 (2.10)のように表現する。

S({ri}) =
p−2
∑
n=1
∣1
2
(r1 − ri+1) × (ri+1 − ri+2) ∣ (2.10)

𝒓𝟏 𝒓𝟐

𝒓𝟑
𝒓𝟒

図 2.3 凸包を用いて定義した泡の面積

変形の定量的な指標として、D = (l − b)/(l + b)で定義される量を用いる。離散化した各計算点 ri と泡

の重心位置 rg の距離 ∣ri − rg ∣を計算し、最大値を l、最小値を bとした。泡が真円のときはD = 0、変形
して異方性が生じると D は大きくなっていき、針状になると l >> bの極限で D = 1になる。
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2.4 泡の運動方程式

上記のように定義された自由エネルギーから計算点の運動方程式を導出する。周囲の流体の粘性が十分

高いものとして過減衰型の運動方程式を考え，単純せん断流動が外部から与えられているものとすると以

下のように書ける。

dri(t)
dt

= −1
ξ

∂U({ri})
∂ri

+ vex(ri(t)) (2.11)

vex(r) = γ̇yex (2.12)

式 (2.11)において、ri は、i番目の計算点の位置、ξ は流体からの抵抗係数、U は式 (2.5)で与えられ

る自由エネルギー、vex はせん断流動場である。式 (2.12)はせん断場を与えており、γ̇ はせん断速度、y

は計算点のせん断勾配方向の位置、vx はせん断方向の単位ベクトルである。ξ は、離散化点間の距離に比

例するものとし、単位長さあたりの抵抗係数を ξ0 とした。

2.5 無次元化

単位長さあたりの抵抗係数 ξ0[kg/m・s]、泡外部の二次元圧力 P ′0[kg/s
2]、平衡時の泡の半径 R0[m]に

基づいて、無次元化時間 t、無次元化長さ l、無次元化質量 mを式 (2.13)から式 (2.15)のように定義す

る。以降の量はこれらの単位量で無次元化されている。

t = R0ξ0
P ′0

(2.13)

l = R0 (2.14)

m = R2
0ξ

2
0

P ′0
(2.15)
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2.6 4つの離散化点の場合

数値計算を実施する前に運動方程式である式 (2.11)の保存力の項 −∂U/∂r を導出しておく。まず例と
して泡の周上の離散化点を４つとした場合を考える。二次元において、面積を持つ最小の構成要素数は 3

つであるが、2.3節で定義した変形量 D を計算するには、4つの計算点での記述が便利である。p = 4と
したとき、面積と周長の計算結果は式 (2.16)、式 (2.17)となる。

L({ri}) = ∣r1 − r2∣ + ∣r2 − r3∣ + ∣r3 − r4∣ + ∣r4 − r1∣ (2.16)

S({ri}) =
1

2
∣ (r1 − r2) × (r2 − r3) ∣ +

1

2
∣ (r1 − r3) × (r3 − r4) ∣ (2.17)

微分した結果を式 (2.18)から式 (2.25)で表す。保存力を計算するため、これらを r で微分する。

∂L({ri})
∂r1

= r1 − r2
∣r1 − r2∣

− r4 − r1
∣r4 − r1∣

(2.18)

∂L({ri})
∂r2

= r2 − r3
∣r2 − r3∣

− r1 − r2
∣r1 − r2∣

(2.19)

∂L({ri})
∂r3

= r3 − r4
∣r3 − r4∣

− r2 − r3
∣r2 − r3∣

(2.20)

∂L({ri})
∂r4

= r4 − r1
∣r4 − r1∣

− r3 − r4
∣r3 − r4∣

(2.21)

∂S({ri})
∂r1

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1

2

r12xr23y − r12yr23x
∣r12xr23y − r12yr23x∣

+ 1

2

r13xr34y − r13yr34x
∣r13xr34y − r13yr34x∣

1

2

r12xr23y − r12yr23x
∣r12xr23y − r12yr23x∣

+ 1

2

r13xr34y − r13yr34x
∣r13xr34y − r13yr34x∣

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(2.22)

∂S({ri})
∂r2

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1

2

r12xr23y − r12yr23x
∣r12xr23y − r12yr23x∣

1

2

r12xr23y − r12yr23x
∣r12xr23y − r12yr23x∣

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(2.23)

∂S({ri})
∂r1

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1

2

r12xr23y − r12yr23x
∣r12xr23y − r12yr23x∣

+ 1

2

r13xr34y − r13yr34x
∣r13xr34y − r13yr34x∣

1

2

r12xr23y − r12yr23x
∣r12xr23y − r12yr23x∣

+ 1

2

r13xr34y − r13yr34x
∣r13xr34y − r13yr34x∣

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(2.24)

∂S({ri})
∂r2

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1

2

r12xr23y − r12yr23x
∣r12xr23y − r12yr23x∣

1

2

r12xr23y − r12yr23x
∣r12xr23y − r12yr23x∣

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(2.25)

ここで、rijx、rijy は 2つの計算点の相対ベクトル rij = ri − rj の x、y 成分である。
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2.7 任意の個数の離散化点数の場合

任意の個数の場合、Lと S の r での微分は以下のように書ける。

∂L({ri})
∂ri

= ri − ri+1
∣ri − ri+1∣

− ri−1 − ri
∣ri−1 − ri∣

(2.26)

∂S({ri})
∂ri

= 1

2
∣
i=1
∑
n

(rixr(i+1)y − r(i+1)xriy)∣ (2.27)

ここで rix は i番目の計算点位置の x成分、riy は i番目の計算点位置の y 成分である。これらの式に

より保存力を計算した。

2.8 方程式の離散化

1 次精度のオイラー法を用いて離散化した。数値積分のステップ数を k とし、t ≃ tk = k∆t、rk,i =
ri(t = tk)として、式 (2.11)より、式 (2.28)、式 (2.29)とした。

rk+1,i − rk,i
∆t

= − 1

ξ(t)
∂U({rk,i})

∂rk,i
+ vex(rk,i) (2.28)

rk+1,i = rk,i + (−
1

ξ(t)
∂U({rk,i})

∂rk,i
+ vex(rk,i))∆t (2.29)
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第 3章

結果

3.1 スナップショット

離散化点の数を 32とし、せん断速度 0.1の変形を与えた時の泡の形状変化のスナップショットを図 4.1

～図 4.4に示す。せん断印加前 t = 0で泡は真円であり、半径は R0 である。せん断を印加して t = 1で泡
は異方性を持ち始め、せん断方向に配向度合いが大きくなっていく。t = 100で泡は楕円で一定の形状と
配向を持った定常状態になり、これ以降泡の形状と配向の角度に変化は見られなかった。

図 3.1 t = 0 図 3.2 t = 1 図 3.3 t = 10 図 3.4 t = 100

3.2 変形量の時間変化

図 3.1-3.4に示した泡の変形量 D の時間発展を計算結果を図 3.5に示す。図 3.1-3.4で見たように、泡

はせん断が開始するとともに変形量 D が増加し始め、ある定常値に落ち着く。このときスナップショッ

トでは明確ではないが弱いオーバーシュートを経ている。泡の変形量が揺らいでいるのは、短軸 b と長軸

l の定義が計算点位置依存性があるためである。このような孤立泡のせん断下での時間変化を調べた実験

報告はないものの、妥当な振る舞いであると考えられる。
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図 3.5 せん断印加時の変形量の時間発展

3.3 定常状態のせん断速度依存性

定常状態における D の値をせん断速度に対して示したものが図 3.6である。剪断速度が小さい領域で

は D はせん断速度に比例する。これは Taylor [5]や Hinch [7]が予測した液滴の変形の挙動と同様であ

り、また泡に関する Canedoら [12]の実験とも整合している。剪断速度が大きくなるとせん断速度に対

する D の変化が徐々に小さくなっていく。この傾向も先行研究と整合しているが、実験および Hinchの

理論では D がせん断速度の 0.5乗に比例することと比べると、本研究の結果は変形が進み過ぎている。

図 3.6の結果を考えるため、図 3.7に定常状態での周長 Lと面積 S を剪断速度に対して示す。Lも S

も剪断速度とともに増加しているが、D の増加は Lの増加が主に寄与していると考えられる。すなわち

Lを減少させようとする界面張力の効果が実験よりも弱いことを示している。

この結果について考察する。Barthés-Biesel の孤立カプセルの理論 [22] によると、エマルジョンと同

じ非圧縮条件下で、せん断速度が低い領域では泡の変形量D がせん断速度の 0.85 乗に比例し、せん断速

度が大きくなるにつれて変形量 D の変化が緩やかになる。一方，体積変化を許す条件下では、泡の変形

量 D は、エマルジョンより強い一定の冪で際限なく上昇する [22]。この先行研究から考えると，本研究

における高せん断域での弱い変形は，泡の体積変化が正しく記述されていないためと考えられる。すなわ

ち、式 (2.5) で導入した自由エネルギーに瑕疵があるためと思われる。また 2 次元で計算していることで

界面張力や圧力の定義が変わっており，界面張力の寄与と圧力の寄与のバランスが変化しているためと考

えられる。
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図 3.6 泡の変形量のせん断速度依存性

1.0

2.0

4.0

1.0 2.0 4.0

S/
S 0

, L
/L

0

shear rate

S/S0
L/L0

�̇�

図 3.7 泡の面積および周長変化のせん断速度依存性
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第 4章

結論

多体泡のダイナミクスを計算できるモデルを目指して、本研究ではせん断下で孤立泡の変形を計算する

モデルを提案した。２次元で考え、泡の形状を気液界面上に置いた離散点による凸包で表現した。界面エ

ネルギーと圧力を考慮した泡の自由エネルギーを離散点の位置の関数として書き，その自由エネルギーか

ら離散点の運動方程式を求めた。運動方程式を数値的に積分して泡の形状の時間変化を計算した。その結

果，泡の変形が小さい低せん断速度領域で泡の変形はエマルジョンの理論とよく一致したが、泡の圧縮性

を考慮した理論とは一致しなかった。また高速せん断速度域では実験に比べて変形が大きすぎる結果と

なった。今後は、３次元への拡張と自由エネルギーについて本モデルを改良するとともに、多体泡の運動

も計算する。
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付録 A

離散化点数の妥当性

泡が変形した後の泡の形状と、凸包を用いて決定した泡の形状は離散化点数 p が小さいほど違いが生

じ、周長および面積は正しく計算されない。また、異方性の指標である変形量 D は、泡の重心位置と離

散化点との距離で決定されるため，離散化点の数が少ない場合に，それらの位置によっては正しく計算さ

れない。離散化点数が多ければこの問題を回避できるが、計算効率が悪くなる。

そこで、適切な泡の離散化点数を調べるために、泡の離散化点数を変えて、せん断下での変形挙動を計

算した。結果を図 3.2 に示す。離散化の程度によらず、D は γ̇ に比例しており、先行研究 [5] を再現す

る。しかし、離散化点数が少ない p < 8の場合には結果にばらつきがある。
泡の離散化点数を増やしていくと、ばらつきが少なくなり、せん断速度に対して 1乗に比例することが

わかる。

10ï3

10ï2

10ï1

100

10ï1 100

D

shear rate

p = 8
16
32
64

図 A.1 離散化点数を変えたときの孤立泡の変形量のせん断速度依存性
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