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【緒言】 分子量が大きい高分子溶融体では，高分子同士が互いにすり抜けられないことによ

って高分子 1 本の運動が強く制限される．この現象を「からみあい」現象という．からみあい高

分子は，ゼロせん断粘度!!の強い分子量"依存性(!! ∝ "".$)や，せん断流動下で粘度が極大値を

とる応力オーバーシュート挙動など，非からみあい高分子とは異なるレオロジー挙動を示す．

スリップスプリングモデル[1-3]は，高分子鎖にからみあいを表すバネを導入することでからみ

あいの挙動をよく再現する．しかし，スリップスプリングモデルは分子量が大きい場合に膨大

な計算時間が必要となる．本研究では，より簡素なからみあい高分子の粗視化モデルを構築す

る．モデルの線形・非線形レオロジー挙動を計算し，モデルの妥当性を議論する． 

 

【モデル】 本研究では，系から 1本の高分子を取り出し

て考え，Fig.1 のように 1 本の高分子鎖を 1 個の粒子，か

らみあいを&個のバネとして表現する．系はからみあい数

&が揺らぐ過渡ポテンシャルのもとで時間発展する．'は
高分子の重心，(%は)(= 1,… , &)番目のからみあいによる拘束点であり，いずれもLangevin方程式

に従う．'と(%は線形バネで接続され，バネ係数は高分子鎖上のからみあい位置を表す状態変数

.%に依存する．.%も Langevin 方程式に従い高分子鎖上を拡散する．からみあい数&の平均値を&̅と
する．&̅は分子量に比例したパラメータである．からみあい位置.%が高分子の末端に達したとき，

当該のからみあいは消滅する．詳細釣り合い関係に従って新しいからみあいが生成される． 

 

【結果および考察】 種々のからみあい個数の

平均値 &̅に対して複素弾性率0∗(1) = 0'(1) +
30′′(1)を計算した結果を Fig.2 に示す．からみ

あい数が多いとき高周波領域で0''(1) ∝ 1(!.)
の周波数依存性を示す．また，ゼロせん断粘度

!! =     0′′(1)/1は!! ∝ &̅"	のからみあい数依存

性を示した．以上の粘弾性挙動は管モデル[4]に

よって予測される粘弾性挙動と同様であり，モデルはか

らみあい高分子の基本的な線形粘弾性を再現した． 

 &̅ = 16としたときのひずみ速度 8̇に対する粘度成長関

数!*(8̇, :)を Fig.3 に示す．モデルはひずみ速度 8̇が大き

い場合に応力オーバーシュートを再現する．さらに，流

動によるからみあい数&の減少がオーバーシュートの起

源であることがわかっており，この性質は既存のモデル

[2,3]と矛盾しない． 
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Fig.1 粗視化の概念図 

10-4
10-3
10-2
10-1
100

10-4 10-2 100 102 104

G′, G″

∝ω-0.5

G
* (ω

)

ω

z- = 1.0
4.0

16.0
64.0

 
 
 
 

Fig.2 &̅ = 1,4,16,64における複素弾性率
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Abstract

本研究では，からみあい高分子系について 1本の高分子を 1個の粒子，複数のからみあい
を複数の過渡結合として表現する粗視化度の高いモデルを構築した．からみあいによって拘
束された理想鎖を形態モードについて粗視化をすることで過渡ポテンシャルの関数形を解析
的に決定した．モデルについてシミュレーションを行い，線形・非線形粘弾性を解析した．
モデルの線形粘弾性は既存の管モデルの予測とよく似ており，からみあい高分子について基
本的な性質を再現することがわかった．一方，拡散挙動は従来の実験やシミュレーションよ
りも動的拘束が強くなった．モデルに定常せん断流動を印加したところ，ひずみ速度が大き
い場合に応力オーバーシュート挙動が見られ，定常粘度は shear-thinning を示した．さら
に，ひずみ速度とオーバーシュート時のひずみの関係も実験結果と対応した．しかし，定常
粘度は複素粘度と一致せず，Cox-Merzの経験則は再現されなかった．また，モデルに定常
伸長流動を印加すると，一時的にひずみ硬化を示したもののその後に粘度が顕著に減少し，
実験結果を再現しなかった．モデルにステップひずみを印加すると，非線形緩和弾性率は線
形極限よりも低下する様子は再現されたが，ダンピング挙動は再現しなかった．からみあい
同士の相互作用について近似的な計算を行ったところ，自由エネルギーは既存の slip-linkモ
デルと等価な関数形となった．
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第 1章
序論
1.1 からみあい高分子のダイナミクス
高分子は低分子量の構成単位（モノマー）が多数結合してできた巨大分子である．ある特徴分子量M0 より

も分子量M が大きい高分子溶融体（あるいは濃厚溶液）では，高分子１本の動きが強く制限される．これは
高分子同士が互いにすり抜けることができないために生じる．この現象を「からみあい」といい，からみあい
現象を示す高分子をからみあい高分子，からみあいを示さない高分子を非からみあい高分子という．非から
みあい高分子の応力緩和挙動では，貯蔵弾性率 G′(ω)と損失弾性率 G′′(ω)が（ガラス緩和域よりも低周波数
の）高周波数領域において G′(ω), G′′(ω) ∝ ω1/2 の周波数依存性を示し，ゼロせん断粘度 η0 は η0 ∝ M1 の
依存性を示す．一方からみあい高分子の応力緩和では，平坦部弾性率や幅広い緩和時間分布，粘度の強い分子
量依存性がみられる [1]．図 1.1によく絡んだ単分散ポリブタジエン溶融体における実験結果 [2]を示す．貯蔵
弾性率 G′(ω)は中間域（終端緩和が現れる低周波数領域と，高分子鎖の局所的な緩和が現れる高周波数領域の
間）の周波数領域において平坦に近い周波数依存性を示す．損失弾性率 G′′(ω)は中程度周波数領域において
G′′(ω) ∝ ω−α, 0 < α < 0.5の周波数依存性を示す．図 1.1では G′′(ω) ∝ ω−1/4 程度である．単一緩和モード
の周波数依存性は高周波数領域にて G′′(ω) ∝ ω−1 であるから，からみあい高分子の応力緩和モードは多数の
緩和時間を持った緩和モードの足し合わせであることがわかる．さらに，からみあい高分子のゼロせん断粘度
η0 = limω→0 G′′(ω)/ω は，η0 ∝ M3.4±0.1 の分子量依存性を示す．非からみあい高分子の依存性 η0 ∝ M1 と
比べると，からみあい高分子の分子量依存性が極端に強いことがわかる．
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図 1.1 (a) 重量平均分子量 Mw = 1.30 × 105g/mol の単分散ポリブタジエン溶融体 [2] の貯蔵弾性率
G′(ω) 及び G′′(ω)，(b) ゼロせん断粘度 η0 の分子量依存性．時間温度換算則により基準温度 Tr = 25◦C

に換算されている．
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高分子の拡散挙動についても，からみあい高分子は非からみあい高分子とは異なる性質を示す．からみあい
高分子の重心の平均二乗変位は弾道的運動を示す時間領域を除く短時間領域で時間の 1乗，中程度時間領域で
時間の 0.5乗，長時間領域で時間の 1乗の時間依存性を示すことが管モデル [3]で予測され [4]，Kremer-Grest

モデル [5] によって確認されている [6]．長時間領域の拡散係数 D は，D ∝ M−2 または D ∝ M−2.4 の分子
量依存性を示しており [7, 8]，非からみあい高分子の分子量依存性 D ∝ M−1 と比べるとからみあいによる動
的拘束が強くなることがわかる．
非線形流動下においても，からみあい高分子は非からみあい高分子とは異なる粘弾性挙動を示す．図 1.2(a)

によく絡んだ単分散ポリブタジエン濃厚溶液に定常せん断流動を印加したときの粘度成長曲線を示す [9]．粘度
成長関数 η+(γ̇, t)は全ての短時間領域では線形極限（γ̇ → 0）と一致する．一方，ひずみ速度が大きい場合には
粘度成長関数 η+(γ̇, t)は線形極限よりも低減し，その後に定常粘度 η(γ̇)に至る [9, 10]．この挙動を応力オー
バーシュートという．また，定常粘度 η(γ̇)は γ̇ が大きいほど小さくなり，この現象を shear-thinningという．
図 1.2(b)によく絡んだ単分散ポリイソプレン及び単分散ポリスチレン溶融体における定常粘度 η(γ̇)と複素粘
度 η∗(ω) = |G∗(ω)/ω|を示す [11]．η(γ̇)は η∗(ω)とおおよそ一致することが経験的にわかっており，これを
Cox-Merzの経験則という [12]．なお，非からみあい高分子でも応力オーバーシュートや Cox-Merz則の成立
は確認されているが [13, 14]，非からみあい高分子で見られる応力オーバーシュートは非常に小さく，その起
源もからみあい高分子とは異なると考えられている [13]．また，非からみあい高分子における shear-thinning

では定常粘度 η(γ̇)は η(γ̇) ∝ γ̇−1/2 のひずみ速度依存性を示しており，からみあい高分子で見られる依存性よ
りも弱い．
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図 1.2 (a) 重量平均分子量Mw = 3.5 × 105kg/mol の単分散ポリブタジエン濃厚溶液の定常せん断流動
下における粘度成長曲線 [9]．黒色の波線は線形極限における粘度成長（LVE）を表す．(b) 重量平均分子
量Mw = 60× 103kg/molの単分散ポリイソプレン，Mw = 182× 103kg/molの単分散ポリスチレンの定
常せん断流動下における定常粘度 η(γ̇)と複素粘度 η∗(ω)．

その他の非線形粘弾性挙動について，伸長流動におけるひずみ硬化とダンピング挙動について述べる．から
みあい高分子に一定のひずみ速度 ε̇で 1軸伸長流動を印加すると，粘度成長 η+E(ε̇, t)はひずみ速度が大きい場合に線形極限よりも顕著に増大し，その後定常値をとるひずみ硬化を示す．さらに，単分散場合には粘度の定
常値 ηE(ε̇)はひずみ速度 ε̇に対して ηE(ε̇) ∝ ε̇−1/2 の依存性を示す [15]．からみあい高分子にステップせん断
ひずみ γ を印加すると，非線形緩和弾性率 G(γ, t)はひずみ γ が大きい場合に 2段階の緩和挙動を示す [16]．
さらに，G(γ, t) にひずみに依存した係数 h(γ) をかけることで長時間側の緩和挙動を重ね合わせることがで
き，G(γ, t) # h(γ)G(t)が得られる．（なお，G(t)は G(γ, t)の線形極限 G(t) = G(γ → 0, t)である．）この
性質をダンピング挙動といい，非線形の緩和挙動はひずみの大きさと線形における緩和挙動でデカップルでき
ることを表す．
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1.2 からみあい高分子のモデル
以上のようなからみあい高分子の動的挙動を示すモデルとして，今まで多くのモデルが提案されてきた．た

とえば，土井，Edwardsらによる管モデル [3]を取り上げる．管モデルでは図 1.3に示すように 1本の高分子
が周囲の高分子によって形成される管の中に拘束され，運動の方向が鎖に沿った 1次元方向にのみに制限され
ると考える．管モデルはゼロせん断粘度 η0 ∝ M3 の分子量依存性や，損失弾性率 G′′(ω) ∝ ω−1/2 の周波数依
存性，拡散係数 D ∝ M−2 を示す．そのため，実験結果を完全に予測するわけではないが，からみあい高分子
の運動を記述する基礎的なモデルといえる．また，非線形粘弾性についてもおおよその予測をすることができ
る [17]．さらに，からみあいが解けることによって管の一部が破壊される効果（束縛解放；CR）[18, 19] や，
鎖の全長揺らぎ効果（CLF）[20, 21] を取り込むことでより高精度な実験結果の再現が可能となる [22, 23]．

図 1.3 管モデルにおける粗視化の模式図

一方，管モデルとその派生のモデルは高分子の運動を Langevin方程式で記述するものではなく，粘弾性が
一種の構成方程式として記述される．Langevin方程式で記述されたからみあい高分子の運動モデルのうち最
も精密なモデルとして，Kremer-Grestモデル [5]がある．Kremer-Grestモデルでは，排除堆積効果をもつ粒
子を伸びきりポテンシャルのあるバネで繋げることで 1本の高分子を表現する．複数の高分子の運動方程式を
同時に計算することで高分子溶融体のダイナミクスを計算する．互いにすり抜けない複数の高分子をそのまま
表現したモデルであるため，Kremer-Grestモデルはからみあい高分子の粘弾性をよく再現することができる．
一方，ポテンシャルの関数系が複雑でシミュレーションを行うための平衡化に多くの時間を要したり，非常に
多くの粒子の運動方程式を同時に解くため十分な統計量が得にくいといった問題がある．実際，緩和弾性率を
高精度に計算できているものでも，高分子 1本あたりのからみあい数は 5程度である [24]．
そのためよくからんだ高分子の運動を計算するためには，高分子の自由度をある程度削減した粗視化モデ

ルを用いる必要がある．からみあい高分子の運動を記述した基礎的な粗視化モデルとして，slip-link モデル
[25, 26]がある．slip-linkモデルでは，図 1.4(a)に示すように高分子鎖にからみあいによる動的拘束を表すリ
ンクを導入する．高分子鎖はこのリンクに沿ってのみ滑ることができると考える．リンクが高分子鎖上を滑る
ことから，このリンクを slip-link という．モデルの自由エネルギーは slip-link 間にある高分子鎖の長さを反
映した調和ポテンシャルの和となるため，隣り合った slip-link同士は高分子鎖を介して相互作用する．からみ
あいがほどけることを表現するために，slip-linkは高分子の末端において生成・消滅する．このモデルによっ
て，からみあい高分子の線形粘弾性およびゼロせん断粘度の分子量依存性 [27]，定常せん断，定常伸長におけ
る粘度成長 [28]の実験結果を再現できる．なお，1本鎖の slip-linkモデルはからみあい高分子のうち 1本のみ
を取り出し周囲の影響を平均化した平均場的なモデルであるため，slip-linkの運動や生成・消滅の事象の扱い
方は自明ではない．さらに，1本鎖モデルでは分子量分布が広いからみあい高分子の粘弾性は原理的に再現で
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きない．そこで slip-linkを持つ複数の高分子鎖を扱い，slip-linkが 2本の高分子鎖によって生じると考える多
体版の slip-linkモデルも提案されている [29, 30]．これらのモデルは分子量分布が広い高分子の線形・非線形
粘弾性も再現できる．
slip-linkモデルはからみあい高分子の動的性質を再現できるが理想鎖の統計には従わず，高分子鎖の静的構

造は再現しない．また，系の状態変化について詳細釣り合い関係を満たさない．そこで高分子鎖の静的な構造
を再現し，詳細釣り合い関係を満たすモデルとして，slip-springモデルが開発された [31, 32]．slip-springモ
デルの模式図を図 1.4(b)に示す．複数の Brown粒子（セグメント）を線形バネで鎖状に繋いだもの（Rouse

鎖）を用いて高分子鎖を表現し，高分子鎖上にからみあいを模した線形バネが接続される．バネの一端は空間
上に固定される．slip-linkモデルと同様に，高分子上での接続点は高分子上を拡散することができるため，こ
のバネの slip-springと呼ぶ．slip-springモデルでは slip-springの接続点の間にある高分子鎖のダイナミクス
も顕に計算するため，slip-spring同士は相互作用しない．slip-springモデルは理想鎖の統計に従い，状態遷移
についても詳細釣り合い関係を満たすように設計することができる [32]. さらに，slip-springモデルはからみ
あい高分子の線形 [31]・非線形粘弾性 [32]もよく再現することができる．slip-springモデルの多体版として，
多体 slip-springモデルも存在する [33]．多体 slip-springモデルでは，高分子鎖同士のからみあいが高分子鎖
間を接続する slip-springとして表現される．

図 1.4 (a)slip-linkモデルと (b)slip-springモデルの模式図

以上に紹介したからみあい高分子の粗視化モデルは，Kremer-Grestモデルと比べると計算コストが大幅に
削減されるものの，分子量が大きくよくからんだ系を再現しようとする場合には未だ大きな計算コストがかか
る．そこで，図 1.5 に示すような 1 本の高分子を 1 個の粒子として表現するモデルが提案された．Kindt と
Briels による responsive particle dynamics (RaPiD) モデル [34] では，高分子を 1 個の粒子として表現し，
高分子間のからみあいを粒子間距離に依存して強度が揺らぐ線形バネによって表現する．また，畝山による過
渡結合モデル [35]では，高分子を 1個の粒子として表現し，高分子間のからみあいを確率的に生成・消滅する
線形バネを導入することで，からみあい高分子のダイナミクスを表現する．RaPiD モデルや過渡結合モデル
は，多体 slip-springモデル [33] の高分子をそれぞれ 1個の粒子として粗視化したことに対応する．いずれも
非常に粗視化度が高いモデルであるが，からみあい高分子の線形粘弾性を定性的に再現でき，RaPiDモデルは
せん断流動における非線形粘弾性も定性的に再現する．さらに，過渡ポテンシャルモデルでは Rouse時間をシ
ミュレーションの単位時間とすることができるため，多体 slip-spring モデルと比較すると時間についてM2

倍の高速化ができることに対応する．さらに，モデルの簡潔性ゆえに分子量が大きい極限において線形粘弾性
の近似計算ができる [35]．
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図 1.5 RaPiDモデル [34]及び過渡結合モデル [35] における粗視化の模式図．左が多体 slip-springモデ
ル [33] の模式図であり，1 本の高分子鎖をそれぞれ 1 個の粒子として表現したものが RaPiD モデル及び
過渡結合モデルである．

1.3 本研究の目的
RaPiDモデルや過渡結合モデルは，高分子の形態を粗視化したために従来の多鎖モデルと比べると計算コス

トが大幅に削減される．しかし，RaPiDモデルも過渡結合モデルも多数の粒子を扱うためシミュレーションに
おける計算コストは未だに大きい．そこで，図 1.6に示すように 1本の高分子を 1個の粒子として粗視化する
ことを考える．高分子の自由度は 1個の粒子位置に抑えることができるため，計算コストを大幅に削減でき，
かつ，からみあい高分子の粘弾性挙動について近似解が得られることも期待される．また，高分子の形態につ
いて粗視化をする過渡結合モデルと同様に大きな時間を単位時間とすることができ，計算速度も向上させるこ
とが期待される．そこで，本研究では 1本鎖からみあい高分子における 1本の高分子を 1個の粒子として粗視
化を行うことで，従来よりも簡素な粗視化度の高いモデルを構築することを目的とする．
2章にて理想鎖の統計に基づいてモデルのポテンシャルの関数形を計算する．次にモデルの平衡統計および

ダイナミクスについて設定する．モデルの応力を定義し，緩和弾性率の表式を導出する．次にモデルの数値計
算の手法について示す．3章ではモデルの計算結果を示し，結果について議論する．3.1では平衡状態のモデ
ルの統計を確認し，平衡状態のモデルのダイナミクスを計算する．3.1では非線形流動（定常せん断，定常一
軸伸長，ステップひずみ）の下でのモデルの粘弾性を計算する．3.3では粗視化におけるからみあい同士の相
互作用について計算を行う．

図 1.6 本研究のモデルにおける粗視化の概念図
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第 2章
モデル
2.1 ポテンシャルの導出
ここでは，1本の高分子にからみあいがある場合に重心にはたらくポテンシャルの関数形について計算を行

う．からみあい 1個が重心に及ぼす自由エネルギーを計算し，その後でからみあいの個数の分だけ自由エネル
ギーを足し合わせることとする．これは，slip-linkモデルで考えられているからみあい同士の高分子を介した
相互作用を無視することに相当する．相互作用を無視することの正当性については後に議論する．

図 2.1 1個のからみあいのエネルギー導出過程の模式図

図 2.1(a) のように，高分子鎖を N 個のセグメントからなる Rouse 鎖 [36] で表す．各セグメントの位置を
{ri}とし，各セグメントはエントロピー弾性に由来する線形バネで接続される．Rouse鎖の自由エネルギーは

F ({ri}) =
N−1∑

i=1

dkBT

2b2
(ri+1 − ri)

2 (2.1)

と計算される．ここで，dは次元，kB はボルツマン係数，T は温度，bはセグメントサイズである．セグメン
ト位置 {ri}は高分子の重心モードX0 と Rouseモード {Xp}を用いて以下のように展開できる．

ri = X0 +
N−1∑

p=1

Xp cos

(
p(i− 1/2)π

N

)
(2.2)

ここで，Rouseモード {Xp}は高分子の形態を表しており，次数 pが小さい低次モードは高分子全体の形態を
反映する．自由エネルギーは Rouseモード {Xp}を用いて表すことができ，式 (2.1)は

F ({Xp}) =
dkBTN

2b2

N−1∑

p=1

λpX
2
p (2.3)

と変形できる．ここで，λp は Rouseモードの分解における固有値で
λp = 4 sin2

( pπ

2N

)
(2.4)
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である．
図 2.1(a,b)に示すように，s番目のセグメントにからみあいがあるとを考える．からみあいによって s番目

セグメントの位置 rs は空間上の点 a に固定されるとする．重心 X0 を RG に固定したまま，Rouse モード
{Xp}について積分を行うことで高分子の形態について粗視化を行う．この操作は図 2.1(c)に示すように高分
子鎖の重心とからみあい点を固定した条件のもと，高分子のとりうる形態について平均化することに相当する．
Rouseモード {Xp}について行ったときの部分分配関数 Z (RG,a, s)は，

Z (RG,a, s)

=

∫
d {Xp}p=0,...,N−1 δ (X0 −RG) δ (rs − a) exp

[
− F

kBT

]

=

∫
d {Xp}p=1,...,N−1 δ

(
RG +

N−1∑

p=1

Xp cos

(
p(s− 1/2)π

N

)
− a

)
exp

[
−F ({Xp})

kBT

]
(2.5)

と表される．これを計算すると，部分分配関数 Z (RG,a, s)は，
Z (RG,a, s) =

1

(2π)d

{
N−1∏

p=1

(
2πb2

dNλp

)}(
2πdN

b2S∗

)d/2

exp

[
− dN

2S∗b2
(RG − a)2

]
(2.6)

と求められる．ここで，
S∗ =

N−1∑

p=1

1

λp
cos2

(
p(s− 1/2)π

N

)
(2.7)

である．定数部分を無視すると，自由エネルギー F (RG,a, s)は
F (RG,a, s) =

dNkBT

2b2
1

S∗
(RG − a)2 +

d

2
kBT ln (S∗) (2.8)

と求められる．ここで，N が十分に大きいと仮定すると，sは自然数ではなく実数としてみなすことができ，
S∗ =

N−1∑

p=1

1

λp
cos2

(
p(s− 1/2)π

N

)
# N2

π2

∞∑

p=1

1

p2
cos2

(psπ
N

)
(2.9)

と計算できる．0 ≤ s ≤ N の範囲における Fourier級数展開により，
S∗ =

N2

π2

∞∑

p=1

1

p2
cos2

(psπ
N

)
=

1

2

(
s− N

2

)2

+
N2

24
(2.10)

と求められる．ξ = 2s/N − 1, (−1 ≤ ξ ≤ 1)とすると，自由エネルギーは，
F (RG,a, ξ) =

dkBT

2Nb2
8

ξ2 + 1/3
(RG − a)2 +

d

2
kBT ln

(
ξ2 +

1

3

)
(2.11)

と求められる．この式より，1個のからみあいによって高分子の重心にもたらされるポテンシャルは，調和ポ
テンシャルとして表すことができる．この調和ポテンシャルは図 2.1(d)におけるバネに相当する．ただし，バ
ネ係数は高分子に沿ったからみあいの位置に依存し，高分子の中央に繋がっている場合にバネ係数が最も強く
なることがわかる．なお，式 (2.11)右辺第 2項はからみあい位置 sの分布が高分子鎖上で一様分布になるよう
にするためのポテンシャルであり，粗視化によって自動的に導出された項である．
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2.2 モデル
2.3 平衡統計
本研究では，高分子の位置を重心の位置のみで表現し，1個のからみあいを 1個の過渡結合によって表現す

る．前節において導出したからみあいに 1個のポテンシャル（式 (2.11)）を用いて，モデルのグランドポテン
シャルを以下のように定める．

J (R, {aj}, {ξj} , z) =
z∑

j=1

dkBT

2a2
α

ξ2j + 1/3
(R− aj)

2 +
z∑

j=1

d

2
kBT ln

(
ξ2j +

1

3

)
− µz (2.12)

ここで，R は高分子の重心を表す粒子の座標，aj は j 番目の過渡結合の拘束点を表し，からみあいによる
slip-link位置に対応する．以降，この状態変数 {aj}を「拘束点」と呼ぶ．ξj は j 番目の高分子に沿ったから
みあいの位置を表す．−1 ≤ ξj ≤ 1であり，ξj = ±1はからみあいが高分子の末端にあることに対応する．以
降，この状態変数 ξj を「鎖上結合位置」と呼ぶ．z は過渡結合の個数である．z̄ = 〈z〉（ただし，〈. . .〉は統計
平均を表す）を過渡結合の平均個数を表すパラメータとする．µは 1個の過渡結合の化学ポテンシャルであり，
z が平均 z̄ の Poisson分布になるように定められる．aは過渡結合によるバネの大きさに対応するパラメータ
である．αは過渡結合の強さを表すパラメータである．平衡状態における系の状態分布は
Peq (R, {aj}, {ξj} , z) =

1

Ξ

1

z!

1

Λd+dz
exp

[
−J (R, {aj}, {ξj} , z)

kBT

]

=
1

Ξ

1

z!

1

Λd+dz
eµz/kBT

z∏

j=1

(
1

ξ2j + 1/3

)1/2

exp

[
− d

2a2
α

ξ2j + 1/3
(R− aj)

2

] (2.13)

である．Λは熱的 de Broglie波長，Ξは大分配関数で
Ξ =

V

Λd
exp

[
2

(
2πa2

dαΛ2

)d/2

eµ/kBT

]
(2.14)

と求められる．1/z!は過渡結合のインデックス交換可能性を反映した Gibbs因子である．ここで，V は系の
体積である．なお，系の大きさは過渡結合の大きさ aよりも十分に大きいとし，系の全領域における積分は無
限に広い空間の積分であるとする．式 (2.13)について，R，{aj}，{ξj} について積分すると，z の分布

Peq(z) =
1

z!

{
2

(
2πa2

dΛ2

)d/2

eµ/kBT

}z

exp

[
−2

(
2πa2

dΛ2

)d/2

eµ/kBT

]
(2.15)

が得られる．この式より，z は Poisson分布に従うことがわかる．z の平均値は z̄ であることから，過渡結合
の化学ポテンシャル µを

µ

kBT
= ln z̄ − ln

[
2

(
2πa2

dΛ2

)d/2
]

(2.16)
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と求められる．以上より，系の平衡統計（式 (2.13)）は，
Peq (R, {aj}, {ξj} , z) = Peq (R)Peq(z)

z∏

j=1

Peq (ξj)Peq (aj |R, ξj) (2.17)

Peq (R) =
1

V
(2.18)

Peq (z) =
1

z!
z̄ze−z̄ (2.19)

Peq (ξj) =
1

2
(2.20)

Peq (aj |R, ξj) =

(
d

2πa2
α

ξ2j + 1/3

)d/2

exp

[
d

2a2
α

ξ2j + 1/3
(R− aj)

2

]
(2.21)

と求めることができる．

2.4 ダイナミクス
次に，モデルのダイナミクスについて考える．R，aj は d次元空間上で overdamped型の Langevin方程式

に従う．
0 = −ζR

(
dR

dt
− κ(t) ·R

)
− ∂J (R, {aj}, {ξj} , z)

∂R
+
√
2ζRkBTw0(t) (2.22)

0 = −ζa

(
daj

dt
− κ(t) · aj

)
− ∂J (R, {aj}, {ξj} , z)

∂aj
+
√

2ζakBTwj(t) (2.23)

ここで，ζR，ζa はそれぞれ粒子と拘束点の摩擦係数である．右辺第 1項は周囲流体粒子による摩擦力を表す．
κ(t)は時刻 tにおける速度勾配テンソルである．右辺第 2項はポテンシャルによる力，右辺第 3項は周囲流体
の衝突による熱揺動力を表す．wj(t)は

〈wj(t)〉 = 0 (2.24)

〈wj(t)wk(t
′)〉 = δjkδ(t− t′)1 (2.25)

を満たす Gaussianノイズである．δjk は Kroneckerのデルタ，1は単位テンソルである．Gaussianノイズの
係数 √

2ζRkBT および √
2ζakBT は揺動散逸定理によって定まる係数である．粒子の拡散係数 D，拘束点の

拡散係数 Da をそれぞれ
D =

kBT

ζR
(2.26)

Da =
kBT

ζa
(2.27)

と定めると，式 (2.22)及び (2.23)は
dR

dt
= κ(t) ·R− dD

a2

z∑

j=1

α

ξ2j + 1/3
(R− aj) +

√
2Dw0(t) (2.28)

daj

dt
= κ(t) · aj −

dDa

a2
α

ξ2j + 1/3
(aj −R) +

√
2Dawj(t) (2.29)

と変形できる．
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鎖上結合位置 {ξj}は以下の 1次元の overdamped型の Langevin方程式に従って拡散する．
0 = −ζs

dξj
dt

− ∂J (R, {aj}, {ξj} , z)
∂ξj

+
√

2ζskBTvj(t) (2.30)

ここで，ζs は鎖上結合位置の摩擦係数である．vj(t)は
〈vj(t)〉 = 0 (2.31)

〈vj(t)vk(t′)〉 = δjkδ(t− t′) (2.32)

を満たす Gaussianノイズである．鎖上結合位置の拡散係数 Ds を
Ds =

kBT

ζs
(2.33)

と定めると，式 (2.30)は
dξj
dt

=
dDs

a2
(R− aj)

2 αξj
ξ2j + 1/3

− dDs
ξj

ξ2j + 1/3
+
√
2Dsvj(t) (2.34)

と変形できる．
過渡結合は末端 ξj = ±1において消滅する．j 番目の過渡結合の消滅率W−(j|z)を

W−(j|z) = Ds {δ(ξz − 1) + δ(ξz + 1)} Ê(j, z) (2.35)

と定める．ここで，Ê(j, z) は交換演算子であり，j 番目の過渡結合のインデックスと z 番目の過渡結合のイ
ンデックスを交換する．交換演算子によって，消滅する過渡結合は全て z 番目の過渡結合とすることができ
る．過渡結合のインデックスは並び替え可能なので，この操作はモデルの統計およびダイナミクスには影響し
ない．平衡状態においては，過渡結合の生成・消滅について詳細釣り合い関係が成り立つ必要がある．過渡結
合の生成率W+(z)は，詳細釣り合い関係

W+(z)Peq (R, {aj}, {ξj} , z) =
z∑

j=1

W−(j|z + 1)Peq (R, {aj}, {ξj} , z + 1) (2.36)

より，一意に定められる．式 (2.36)より，z + 1番目の過渡結合の生成率W+(z)は
W+(z) = z̄Ds {δ(ξz+1 − 1) + δ(ξz+1 + 1)} (2.37)

と求められる．従って，過渡結合は末端においてのみ生成・消滅することがわかる．

2.5 応力・緩和弾性率の定義
ここでは，モデルの応力と緩和弾性率を定義する．高分子の応力は応力光学則に従うと言われている

[37, 38]．応力光学則では，高分子の応力は高分子内部の形態自由度に依存するとされている．本研究では高分
子の内部自由度を粗視化しているため，モデルは内部自由度を持たず，応力光学則に従う応力は定義されない．
一方，本研究の粗視化では，拘束点はからみあいによって拘束されている高分子上の一点であると考えている
ため，過渡ポテンシャルによる力が高分子の内部自由度を反映した応力をもたらすと考える．（そうしなけれ
ばモデルから粘弾性を求めることはできなくなる．）そこで本研究では Kramersによる応力の表式を用い，高
分子 1本の応力を

σ(Γ) =
1

V

z∑

j=1

∂J (Γ)

∂(R− aj)
(R− aj)−

kBT

V
1 (2.38)
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と表す．簡単のためモデルの状態を Γ = (R, {aj} , {ξj} , z)と表す．この応力の表式 (2.38)は応力光学則とは
異なるが，応力光学則はあくまで経験則であり，早いせん断 [39]や伸長流動 [40]で成立しないことがわかって
いる．また線形流動においても，高分子の形態自由度に起因する応力の緩和弾性率と，高分子間の相互作用に
起因する応力の緩和弾性率が類似した緩和挙動を示すこともわかっており [41]，応力緩和は必ずしも高分子の
形態自由度のみが主要でないと考えることもできる．以上のことから，式 (2.38)は応力光学則は満たさないも
のの，高分子の応力緩和に相当した量であると期待する．
次に，緩和弾性率を導出する．流動下における系の時刻 tにおける状態分布関数 P (Γ, t)は以下の Fokker-

Planck方程式を満たす．
∂P (Γ, t)

∂t
=
(
L̂+ L̂1

)
P (Γ, t) . (2.39)

ここで，L̂は平衡状態における系の状態発展を表す時間発展演算子である．L̂1 は流動による系の状態変化を
表す時間発展演算子であり，

L̂1P = − ∂

∂R
· {κ(t) ·RP}−

∑

j

∂

∂aj
· {κ(t) · ajP} (2.40)

と表す．流動 κ(t)による寄与が十分に小さく，これを摂動と見なすと，流動による系の変化が線形であると考
えられる．

P (Γ, t) = Peq (Γ) + P1 (Γ, t) . (2.41)

式 (2.40),(2.41)を式 (2.39)に代入すると以下の式が得られる．
L̂1P1(Γ, t) # L̂1Peq (Γ) + L̂P1 (Γ, t) (2.42)

=
V

kBT
σ(Γ) : κ(t)Peq(Γ) + L̂P1 (Γ, t) (2.43)

ここで，式 (2.38)より
L̂1Peq (Γ) =

V

kBT
σ(Γ) : κ(t)Peq(Γ) (2.44)

とし，L̂Peq (Γ) = 0，L̂1P1 (Γ, t) # 0を用いた．式 (2.43)を形式的に解くと，
P1 (Γ, t) =

V

kBT

∫ t

∞
dt′e(t−t′)L̂σ(Γ) : κ(t)Peq (Γ) (2.45)

が得られる．これを用いることで平均応力は
〈σ(t)〉 =

∫
dΓσ (Γ) (Peq (Γ) + P1 (Γ, t)) (2.46)

= −kBT

V
1+

V

kBT

∫ t

−∞
dt′ 〈σ(Γ; t− t′)σ(Γ)〉eq : κ(t′) (2.47)

とかける．ここで 〈· · · 〉eq は平衡状態における統計平均を表す．σ(Γ; t)は σ(Γ; t) = etL̂
†
σ(Γ) であり，σ(Γ)

を時間 tだけ時間発展させた応力である．L̂† は L̂の随伴演算子である．
ただし，以上で求めた応力は 1本の高分子による応力である．系には複数の高分子があるので，系全体の応

力は 1本の高分子の応力に系に存在する高分子の本数を乗じた値と考えられる．後述のからみあいセグメント
の数密度を ρとすると，高分子の数密度は ρ/z̄ と求められる．からみあいセグメントは高分子のモノマーの数
密度に対応しており，高分子の分子量にほとんど依存しない．体積 V の系に存在する高分子の本数は V ρ/z̄ と
なり，系の応力は V ρ/z̄ × 〈σ(t)〉と計算できる．



第 2章 モデル 14

d ≥ 2の d次元空間において，時刻 t = 0で微小なせん断ひずみ γ が与えられたときの緩和弾性率を計算す
る．式 (2.47)に κjk(t) = γδj,xδk,yδ(t)を代入することで，緩和弾性率 G(t) = (V ρ/z̄) 〈σxy(t)〉 /γ は

G(t) =

(
ρV

z̄

)
V

kBT
〈σxy(Γ; t)σxy(Γ; 0)〉eq (2.48)

と求められる．従って，平衡状態において緩和弾性率は応力の時間相関関数として計算することができる．ま
た，以上の結果は Green-久保公式とも対応する [42]．

2.6 からみあい高分子との対応
モデルのパラメータ z̄，a，α，ζR，ζa，ζs とからみあい高分子との対応について議論する．まず，過渡結合

の平均個数 z̄ について考える．高分子のからみあいが高分子に沿って平均M0 の分子量ごとに現れると考える
と，からみあいの平均個数 z̄ はM/M0 に比例すると考えられる．そこで，z̄ = M/M0 とする．高分子を分子
量M0 ごとに分割したときのそれぞれの要素を「からみあいセグメント」と呼ぶ．次に，粒子と拘束点の距離
に対応したパラメータ aについて議論する．aは高分子の重心とからみあいによる仮想的な slip-linkの距離を
表したパラメータである．モデル化の対象とする高分子は Gauss 鎖を想定しているため，高分子の重心と高
分子鎖上の点の平均二乗距離は分子量に比例する．したがって，a2 ∝ M ∝ z̄ であると考えられる．この分子
量依存性は Rouseモデルを用いた解析結果（式 (2.11)）とも矛盾しない．以上から，a =

√
z̄bとする．ここ

で，bはからみあいセグメントの大きさに対応するパラメータであり高分子種を反映する．αはからみあいに
よる拘束の強さを表したパラメータである．過渡結合によるバネの大きさが高分子の慣性半径と等しくなると
考えると αの値は一意に決まる．しかし，モデルの性質上 αは過渡結合の長さ (R− aj)

2 と鎖上結合位置 ξj

のカップリングを表すパラメータでもある．カップリングの効果を高分子の条件から決定することは難しいた
め，αは実験結果を再現するための調整可能なパラメータであると考える．
Rouseモデルより，からみあいがない場合高分子の重心の拡散係数Dは分子量M を用いてD ∝ M−1 の依

存性を示す．そこで，からみあいセグメントの摩擦係数 ζ を用いて ζR = z̄ζ, D = kBT/z̄ζ と定める．拘束点
{aj}の摩擦係数 ζa 及び拡散係数Da の決め方は自明ではない．本研究では拘束点は slip-linkモデルにおける
slip-linkの位置と考えており，先行研究ではリンクが拡散しないもの [26]や拡散するもの [28]がある．本研究
ではからみあいによる動的な拘束も高分子によって形成されるものであるため，拘束点も高分子と同様に拡散
するものと考える．簡単のため，拘束点を形成する高分子には平均して z̄ 個のからみあいがあることから拘束
点の摩擦係数 ζa = z̄ζR = z̄2ζ とする．すると拘束点の拡散係数はDa = kBT/z̄2ζ と決められる．次に，鎖上
結合位置の摩擦係数 ζs 及び拡散係数 Ds について考える．高分子鎖上 0 < s < N におけるからみあい点の摩
擦係数は ζ∗s b

2ζ である．ここで，ζ∗s はからみあいセグメントの摩擦係数 ζ とからみあい点の高分子上における
摩擦係数の比を表したパラメータである．本研究ではからみあい点の座標を [0 : N ]から [−1 : 1]に規格化し
ているため，鎖上結合点の摩擦係数は z̄2 に比例していると考えられる．しかし，この摩擦係数を用いると過
渡結合の平均寿命は z̄2 に比例することになり，この依存性は管モデルと矛盾する．そこで，本研究では鎖上
結合点の摩擦係数を ζs = z̄3 × ζ∗s b

2ζ とする．ここで，追加された z̄1 の係数は，高分子鎖上でからみあい点が
共同的に拡散することを反映した係数である．鎖上結合点の拡散係数は Ds = kBT/(z̄3ζ∗s b

2ζ)と求められる．
ζ∗s は実験結果を再現するための調整可能なパラメータである．
次に，シミュレーションにおける単位について考える．シミュレーションにおける長さ，時間，エネルギーの

次元をそれぞれ l0 = a，τR = l20/D，ε0 = kBT とすると，l0 =
√
z̄b，τR = (b2ζ/kBT )z̄2とすることができる．

高分子の形態を顕に扱う既存のモデル [25, 29, 31, 32, 33] では長さの次元を b，時間の次元を t0 = b2ζ/kBT



第 2章 モデル 15

としていることと比べると，本研究では時間について z̄2 倍の高速化ができたことになる．これは本研究では
高分子の形態について粗視化を行ったことに起因しており，既存の粒子モデル [34, 35]でも同様の単位時間を
とっている．なお，長さ，時間，エネルギーの単位がそれぞれ b, t0, kBT になるようにシミュレーションで得
られた結果の単位を変換することで既存のシミュレーションと同一の単位系で結果を評価することができる．

2.7 数値計算
モデルのダイナミクス（式 (2.28), (2.29)，(2.34)，(2.35)，(2.37)）について解析的に解くことは難しいた

め，本研究では Brownianダイナミクスシミュレーションを用いて数値的に解く．系の次元を 3次元（d = 3）
とする．長さ，時間，エネルギーの次元をそれぞれ l0 = 1, τR = 1, ε0 = 1とする単位系を用いる．これらの単
位を用いると，Da = 1/z̄，Ds = 1/z̄ζ∗s となる．からみあいセグメントの密度は ρ = 1とする．時間を離散時
間 ∆tで粗視化し，t # ti ≡ i∆tと表す．なお，一様乱数の生成にはMersenne Twister[43]を用いる．
初期状態は平衡状態分布（式 (2.18)-(2.20)）からサンプリングする．その後，Nt 回に渡って状態変数につ

いての時間更新を行う．1回の時間更新は Operator-splitting法 [44]に基づいてそれぞれの状態変数について
独立に更新を行う．まずは Langevin方程式（式 (2.28),(2.29)）の数値積分を同時に行い，式 (2.34)の数値積
分を行う．次に過渡結合の消滅の試行，生成の試行を繰り返す．
各更新ステップにおいて，まず粒子，拘束点，鎖上結合位置の Langevin方程式の数値積分を行う．Langevin

方程式（式 (2.28), (2.29)，(2.34)）の数値積分には 2次の確率的 Runge-Kutta法 [45]を用いる．時刻 ti にお
ける粒子の座標，拘束点，鎖上結合位置Ri ≡ R(ti)，ai,j ≡ aj(ti)，ξi,j ≡ ξj(ti)は以下の式によって時間発
展する．

R∗
i = Ri +∆tF (R) (Ri) +

√
2∆tWi,0 (2.49)

Ri+1 = Ri +
∆t

2

{
F (R) (Ri) + F (R) (R∗

i )
}
+
√
2∆tWi,0 (2.50)

a∗
i,j = ai,j +∆tF (a)

j (ai,j) +
√

2Da∆tWi,j (2.51)

ai+1,j = ai,j +
∆t

2

{
F (a)
j (ai,j) + F (a)

j

(
a∗
i,j

)}
+
√
2Da∆tWi,j (2.52)

ξ∗i,j = ξi,j +∆tF (ξ)
j (ξi,j) +

√
2Ds∆tVi,j (2.53)

ξi+1,j = ξi,j +
∆t

2

{
F (ξ)
j (ξi,j) + F (ξ)

j

(
ξ∗i,j
)}

+
√
2Ds∆tVi,j (2.54)

ここで，F (R) (R)，F (a)
j (aj)，F (ξ)

j (ξj)は，Langevin方程式 (2.28)，(2.29)，(2.34)における流動およびポ
テンシャル力の項であり，

F (R) (R) = κ(t) ·R− 3
z∑

j=1

α

ξ2j + 1/3
(R− aj) (2.55)

F (a)
j (aj) = κ(t) · aj − 3Da

α

ξ2j + 1/3
(aj −R) (2.56)

F (ξ)
j (ξj) = 3Ds (R− aj)

2 αξj
ξ2j + 1/3

− 3Ds
ξj

ξ2j + 1/3
(2.57)
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とする．Wi,j，Vi,j は
〈Wi,j〉 = 0 (2.58)

〈Wi,jWi′,k〉 = 1δi,i′δj,k (2.59)

〈Vi,j〉 = 0 (2.60)

〈Vi,jVi′,k〉 = δi,i′δj,k (2.61)

を満たす Gaussianノイズである．
次に，過渡結合の消滅・生成の試行を行う．消滅の試行は z 個の全ての過渡結合に対して行い，前述の {ξj}

の数値積分において ξj が定義域を脱した場合，その過渡結合は消滅するものとする．つまり，過渡結合が消滅
する確率 P− (ξj)は

P− (ξj) =

{
1 (if ξj < −1, 1 < ξj)
0 (otherwise)

(2.62)

と表される．消滅した過渡結合は拘束点，及び鎖上結合位置に関する情報が初期化され，その過渡結合のイン
デックスは空番となる．全ての消滅の試行が終了した後，過渡結合のインデックス j = 1, . . . , z について空番
がないようにインデックスの並び替えを行う．この操作は，式 (2.35)の交換演算子を作用させることに対応す
る．過渡結合の生成はMonte Carlo法を用いて行う．過渡結合生成の試行は K 回行う．各試行において，新
しい鎖上結合位置 ξz+1，過渡結合の拘束点 az+1 を平衡分布（式 (2.20), (2.21)）からサンプリングし，生成
確率

P+(ξz+1) = 1− 1

2
erf

(
1− ξz+1 −∆tF (ξ)

z+1(ξz+1)√
4Ds∆t

)
+

1

2
erf

(
−
1 + ξz+1 +∆tF (ξ)

z+1(ξz+1)√
4Ds∆t

)
(2.63)

を計算する．一様乱数 X を生成し，X < P+(ξz+1)であればこの過渡結合を新しい過渡結合として採用する．
試行回数K は平均値が z̄ になるように各ステップにおいて

P (K = ,z̄-) = .z̄/ − z̄ (2.64)

P (K = .z̄/) = 1− P (K = ,z̄-) (2.65)

に従ってサンプリングされる．ただし，,·-及び .·/はそれぞれ床関数，天井関数である．生成の試行の詳細な
導出は補足 Aに示す．
応力の計算には G0 = kBT/(V z̄) を 1 とする単位系を用い，高分子 1 本の応力を計算する．緩和弾性率は

理論的には式 (2.48)によって計算されるが，数値計算では統計量をかせぐために Likhtmanの表式 [46] を用
いる．

G(t) =
V

5kBT
{〈σxy(t)σxy(0)〉+ 〈σyz(t)σyz(0)〉+ 〈σzx(t)σzx(0)〉}

+
V

30kBT
{〈Nxy(t)Nxy(0)〉+ 〈Nyz(t)Nyz(0)〉+ 〈Nzx(t)Nzx(0)〉}

(2.66)

ここで，Njk は法線応力差 Njk = σjj − σkk である．この式を用いることで xy 方向のせん断応力だけでなく
その他の応力成分の緩和関数も含めて計算できるので平均誤差を小さくすることができる．



17

第 3章
結果と考察
3.1 平衡状態のダイナミクス
3.1.1 平衡統計の確認
前節において導入した数値計算の手法によって，モデルが満たすべき平衡状態が成立していることを確認す

る．シミュレーションによって分布を計算でき，分布の解析解が存在する状態変数 z，{ξj}について検証を行
う．平均からみあい数を z̄ = 0.5, 8, 64とした．状態遷移について十分な統計量を得るために，からみあい位
置の摩擦係数を ζ∗s = 0.1とした．さらに，過渡結合の強度を α = 0.1とした．平衡状態の検証なので速度勾
配は κij = 0とした．離散時間における時間幅を ∆t = 0.001，時間更新の回数を Nt = 106 とした．以上の条
件の計算を 60個の乱数の種に対して実行した．
図 3.1が以上の条件によって計算された z，{ξj}の分布である．図 3.1(a)より，zは各 z̄に対応した Poisson

分布に従っていることがわかる．また，図 3.1(b)より，{ξj}は多少のズレはあるものの，一様分布（式 (2.20)）
に従っていることがわかる．以上より，今回用いた数値計算手法によって，モデルの平衡統計が実現されてい
ることが確認できる．
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図 3.1 (a)z̄ = 0.5, 4.0, 128に対するからみあい数 z の分布．シンボルがシミュレーション結果を表し，実
線が各パラメータに対する Poisson分布（式 (2.19)）である．(b)z̄ = 0.5, 4.0, 128に対する鎖上結合位置
{ξj}の分布．シンボルがシミュレーション結果を表し，実線が理論的な {ξj}の分布（式 (2.20)）である．
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3.1.2 線形粘弾性挙動
前節で使用したパラメータを用いて，モデルの線形粘弾性挙動について解析する．平均からみあい数を

z̄ = 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128に変化させて前節と同様のシミュレーションを行なった．以降，シミュレーショ
ンで得られた結果は時間，長さ，エネルギー，応力の単位をそれぞれ t0 = b2ζ/kBT, b, kBT, kBT/V とす
る．z̄ = 1, 4, 16, 64 に対して計算された緩和弾性率を図 3.2 に示す．平均誤差を誤差棒を用いて表す．各条
件について長時間側で見られる値のブレは，統計量不足が原因である．誤差の範囲を考慮すると，平均値が
G(t) > 10−3 を満たす領域においては信頼できる．図 3.2より，平均からみあい数 z̄ が大きくなると G(t)の
緩和が遅くなることがわかる．

10-3
10-2
10-1
100

10-4 10-2 100 102 104

G
(t)

t

z- = 1.0
4.0

16.0
64.0

図 3.2 z̄ = 1, 4, 16, 64に対する緩和弾性率の計算結果．

応力緩和挙動についてより詳細に調べるために，緩和弾性率 G(t)に Fourier変換
G∗ (ω) = iω

∫ ∞

0
dtG(t)e−iωt (3.1)

を施して複素弾性率 G∗(ω)を得た結果を図 3.3に示す．Fourier変換における時間領域は，緩和弾性率が正の
値を示す領域に限定した．これは，緩和弾性率が負の値になった時間以降では緩和弾性率は十分に緩和し，値が
0であると近似したことに相当する．図 3.3より，複素弾性率は低周波領域においてG′′(ω) ∝ ω2, G′′(ω) ∝ ω1

の周波数依存性を示す．また，損失弾性率は高周波領域において G′′(ω) ∝ ω−0.5 の依存性を示す．
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図 3.3 z̄ = 1, 4, 16, 64に対する複素弾性率 G∗(ω) = G′(ω) + iG′′(ω)の計算結果．塗りつぶされた点が
貯蔵弾性率 G′(ω)，中抜きの点が損失弾性率 G′′(ω)を示す．

緩和弾性率の最長緩和時間のからみあい数依存性を調べるために，緩和弾性率を長時間領域において
ln [G(t)] # ln [Gd]− t/τd (3.2)
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の式を用いてフィッティングを行い，最長緩和時間 τd を算出する．フィッティングの時間領域は，最長緩和
時間の誤差が 1%未満になる時間領域に限定した．さらに，ゼロせん断粘度のからみあい数依存性を調べるた
めに，損失弾性率を低周波領域において

G′′(ω) # η0ω (3.3)

の式を用いてフィッティングを行い，ゼロせん断粘度 η0 を算出する．算出された最長緩和時間 τd，ゼロせん
断粘度 η0 を図 3.4に示す．図 3.4より，本研究のモデルの最長緩和時間 τd，ゼロせん断粘度 η0 はいずれも平
均からみあい数 z̄ の 3乗に比例することがわかる．
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図 3.4 (a)緩和弾性率の最長緩和時間 τd の z̄ 依存性，(b)ゼロせん断粘度 η0 の z̄ 依存性．

管モデル [47]は最長緩和時間 τd 及びゼロせん断粘度 η0 が分子量の 3乗に比例し，損失弾性率の周波数依存
性 G′′(ω) ∝ ω−1/2 を予測する．従って，モデルは管モデルと同様の粘弾性挙動を示すと言える．過渡結合の
拡散は，鎖上結合位置の Langevin方程式をポテンシャル力を 0とする近似を用いることで 1次元空間上の脱
出問題に帰着し，管モデルと同様の計算で過渡結合の平均寿命は z̄ の 3 乗に比例することが求められる．以
上より，本研究のモデルにおける応力緩和は過渡結合 1個の消滅に起因されていると考えられる．さらに，図
3.2及び図 3.3より，モデルは平均からみあい数 z̄ によらず，短時間・高周波領域においてからみあい点間セ
グメントに由来する緩和を示さないことがわかる．これは高分子の形態について粗視化をしたためからみあい
点間の高分子鎖の自由度を持たないことが理由である．
3.1.3 拡散挙動
次に，本研究における粒子 R の平均二乗変位を計算し，高分子の重心の拡散挙動と比較をする．前節

と同じパラメータを用いてシミュレーションを行い，粒子の平均二乗変位 〈
[R(t)−R(0)]2

〉 を計算した．
z̄ = 1, 4, 16, 64に対する平均二乗変位の計算結果を図 3.5 に示す．平均誤差を誤差棒を用いて表しているが，
平均誤差は非常に小さいため無視できる．図 3.5より，からみあい数が少ない z̄ = 1の場合は，平均二乗変位
は時間の 1乗に比例しており，粒子は通常拡散をすることがわかる．一方，からみあい数が大きい z̄ = 16, 64

の場合，平均二乗変位は短時間領域において通常拡散を示し，中程度の時間領域において異常拡散を示す．そ
の後，長時間領域において再び通常拡散を示す．異常拡散の時間領域はからみあい数が大きいほど長時間側に
あり，時間幅も大きくなる．異常拡散における時間のべき指数はからみあい数が大きいほど小さくなることも
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わかる．図 (3.4)(a)と比較すると，長時間における異常拡散から通常拡散への遷移時間 τc は緩和弾性率の最
長緩和時間 τd と同程度であることも読み取れる．
からみあい高分子では，分子量が大きくなるほど異常拡散は顕著に現れ，長時間領域の拡散は抑制される．

本研究のモデルでも同様の結果が得られており，分子量が大きいほど拡散過程における運動な拘束が強くなる
ことは再現できる．しかし，実際のからみあい高分子では，短時間領域の通常拡散から異常拡散の遷移時間は
分子量にほぼ依存せず，長時間領域の拡散の遷移時間 τc は τd ではなく Rouse時間 τR と同程度である．その
ため，モデルはからみあい高分子の拡散挙動の定性的な性質は再現できない．
平均二乗変位を長時間 t 0 τc において

〈
[R(t)−R(0)]2

〉
# 6Dselft (3.4)

の式でフィッティングし，長時間領域における拡散係数Dself を算出した結果を図 3.5(b)に示す．図 3.5(b)よ
り，平均からみあい数が少ない z̄ 1 10とき，Dself ∝ z̄−1 の z̄ 依存性を示す．一方，からみあい数が大きく
z̄ 0 10なると，Dself ∝ z̄−3 の依存性を示す．
実際の非からみあい高分子では，高分子の拡散係数は分子量の −1乗に比例するため，モデルはからみあい

が十分少ない場合の拡散係数の分子量依存性を再現する．平均からみあい数が少ない（z̄ 1 10）場合，モデル
のからみあいはほとんど存在しないため，モデルの運動は拡散係数 D の自由 Brown運動とほぼ等価である．
粒子の拡散係数 D は Rouseモデルから算出されており，Dself ∝ z̄−1 の依存性を示す．つまり，平均からみ
あい数が少ない条件におけるモデルの再現性はパラメータの設定に伴うモデルのアーティファクトであると考
えられる．
実際のからみあい高分子では，Dself は分子量の −2 ∼ −2.4 乗に比例する．一方，モデルの拡散係数は

Dself ∝ z̄−3 の依存性を示す．平均からみあい数が多い場合（z̄ 0 10）においては，拘束点の拡散係数は
Da = D/z̄ 1 D であり拘束点はほとんど拡散しない．そのため，長時間領域では粒子の拡散は，過渡結合の
消滅と再生成に伴う拘束点のリサンプリングが支配的となる．過渡結合の消滅の平均時間は過渡結合の寿命で
ある．過渡結合の寿命が z̄ の 3乗に比例するために長時間領域における拡散係数も Dself ∝ z̄−3 になると考え
られる．
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図 3.5 (a)z̄ = 1, 4, 16, 64に対する平均二乗変位．(b)長時間領域における粒子の拡散係数 Dself の z̄ 依存性．
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3.2 非線形流動下のダイナミクス
3.2.1 定常せん断流動
ここでは，平衡状態のモデルにスタートアップ定常せん断流動を印加し，モデルのレオロジー特性を評価す

る．モデルの初期状態を平衡分布からサンプリングし，時刻 t > 0においてひずみ速度 γ̇ の定常せん断

κ =




0 γ̇ 0
0 0 0
0 0 0



 (3.5)

を印加する．応力を 1000種類の乱数の種について平均し，非線形流動における応力 〈σ (γ̇, t)〉を求める．ひず
み速度 γ̇ で割ることで粘度成長関数

η+ (γ̇, t) =
〈σxy (γ̇, t)〉

γ̇
(3.6)

を得る．時間ステップ数をNt = 2×104とし，平均からみあい数は z̄ = 8, 16とし，ひずみ速度は γ̇ = 0.002 ∼
0.4とした．その他のパラメータは平衡条件における計算と同様である．
それぞれの平均からみあい数における，ひずみ速度 γ̇ = 0.004, 0.02, 0.1, 0.4に対する粘度成長関数を図 3.6

に示す．平均誤差を誤差棒を用いて表す．黒色の実線は線形極限 γ̇ → 0における粘度成長関数であり，
η+ (γ̇ → 0, t) =

∫ t

0
dt′G(t′) (3.7)

と計算される．本研究では数値積分法として台形法を用いた．図 3.6(a)の z̄ = 8では，過渡結合の個数が少な
いために応力応答が小さく，1000 サンプルの平均をとっても安定せず，誤差が大きい．また，低ひずみ速度
（γ̇ = 0.004）や短時間領域における誤差は変形が小さく十分な応力応答が得られないために生じる．図 3.6よ
り，ひずみ速度が大きい場合，粘度成長関数は線形極限よりも顕著に低下し，応力オーバーシュート挙動を示
すことがわかる．
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図 3.6 平均からみあい数 (a)z̄ = 8，(b)z̄ = 16における，ひずみ速度 γ̇ = 0.004, 0.02, 0.1, 0.4の粘度成
長関数．黒色の実線は線形極限 γ̇ → 0における粘度成長関数である．

長時間領域における定常粘度 η(γ̇) = η+(γ̇, t → ∞) を計算し，図 3.3 の複素弾性率から得られる複素粘度
η∗(ω) = |G∗(ω)/ω| と比較した結果を図 3.7に示す．図 3.7より，モデルの定常粘度 η(γ̇)はひずみ速度の増
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加とともに減少し，shear-thinningを示す．また，定常粘度 η (γ̇)は複素粘度 η∗(ω)とも類似した依存性を示
しており，Cox-Merz則

η (γ̇) = η∗ (ω)
∣∣∣
ω=γ̇

(3.8)

をおおよそ再現することが読み取れる．次に，第一法線応力差係数
Ψ1(γ̇, t) =

〈σxx(γ̇, t)〉 − 〈σyy(γ̇, t)〉
γ̇2

(3.9)

の定常値 Ψ1(γ̇) ≡ Ψ1(γ̇, t → ∞)を計算した結果を図 3.7(b)に示す．実線は 2G′ (ω) /ω2|ω=γ̇/k′ を表してい
る．第一法線応力差係数は Osakiらによる経験則 [48]

Ψ1(γ̇) #
2G′(ω)

ω2

∣∣∣
ω=γ̇/k′

(3.10)

を満たすと言われている．ここで，k′ は調整可能な係数で，実験では 1.4 程度の値をとる．図 3.7(b) では
k′ = 1.2を用いることで Ψ1(γ̇) と 2G′ (ω) /ω2|ω=γ̇/k′ はおおよそ一致しており，モデルは Osakiらによる経
験則を再現することがわかる．なお，からみあい高分子では Ψ1(γ̇)は Ψ1(γ̇) ∝ γ−1.5 となると言われている
が，モデルではもっと強いひずみ速度依存性を示している．
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図 3.7 z̄ = 16 における (a) 定常粘度 η(γ̇) と複素粘度 η∗(ω) の比較，(b) 第一法線応力差係数の定常値
Ψ1(γ̇)と 2G′(ω2)の比較．

モデルの応力オーバーシュート挙動について解析するために，せん断に伴うからみあい数の時間変化 〈z(t)〉，
結合長の時間変化 q(t)

q(t) =

〈
1

z

z∑

j=1

|qj(t)|
〉

(3.11)

（ただし，qj = R− aj），配向の時間変化 S(t)

S(t) =

〈
1

z

z∑

j=1

qj(t)

|qj(t)|
qj(t)

|qj(t)|

〉
(3.12)
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における xy 成分 Sxy(t)，鎖上結合位置の時間変化 〈ξ2j (t)〉
〈
ξ2j (t)

〉
=

〈
1

z

z∑

j=1

ξ2j (t)

〉
(3.13)

を上記と同様の 1000 種類の乱数の種に対して平均して計算する．平均からみあい数 z̄ = 16，ひずみ速度
γ̇ = 0.004, 0.02, 0.1, 0.4に対する上記の状態変数の変化を図 3.8に示す．
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図 3.8 平均からみあい数 z̄ = 16，ひずみ速度 γ̇ = 0.004, 0.02, 0.1, 0.4に対する状態変数の時間発展 (a) :

平均からみあい数 〈z(t)〉，(b) : 結合長 q(t)，(c) : 結合の配向 Sxy(t)，(d) : 平均鎖上結合位置 〈
ξ2j (t)

〉．

図 3.8より，ひずみ速度が大きいほど，各状態変数の時間変化も大きくなり，変化が始まる特徴時間も早く
なることがわかる．図 3.8(a)では，時間とともに平均からみあい数が減少することがわかる．図 3.8(b)より，
短時間領域では時間とともに結合長が大きくなることがわかる．ひずみ速度が大きい γ̇ = 0.4の場合は結合長
はオーバーシュートを示し，定常値に至る．図 3.8(c)より，短時間領域では時間とともに結合がせん断方向に
配向する．ひずみ速度が大きい γ̇ = 0.4, 0.1, 0.02の場合は配向はオーバーシュートを示し，定常値に至る．図
3.8(d)より，鎖上結合位置は時間とともに高分子の端に移動することがわかる．
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図 3.9 z̄ = 16，γ̇ = 0.4 について状態変数の
時間変化

z̄ = 16，γ̇ = 0.4 について状態変数の時間変化の関
数を縦に並べると図 3.9 が得られる．図 3.9 より，せん
断によってまず結合の配向が始まる．配向が最大値をと
る時間において結合長が増加し，鎖上結合位置は高分子
の末端に移動し始める．結合長が最大値になる時間にお
いてからみあい数が減少しはじめ，同時に応力オーバー
シュート挙動を示す．応力が定常値に至るときに配向は
アンダーシュートを示す．
図 3.9より，モデルの応力オーバーシュートは以下のよ

うに説明される．せん断を印加することで，結合がせん断
方向に配向する（図 3.9(d)）．次に，結合がせん断によっ
て引き伸ばされる．（図 3.9(c)）これによって式 (2.12)に
おける (R− aj)

2 の項が大きくなる．すると鎖上結合位
置 ξj の絶対値が大きい方がエネルギー的に安定となるの
で，鎖上結合位置が高分子の末端に移動する（図 3.9(e)）．
過渡結合は高分子の末端において消滅するので，鎖上が移
動し始めると同時に結合が消滅し始める（図 3.9(b)）．時
間とともにより引き伸ばされた結合と配向した結合は消
滅するので結合長と配向はオーバーシュートを示す．（図
3.9(c,d)）．図 3.9(a) に見られる結合の配向のオーバー
シュートと，結合の消滅によって系全体の応力が出なく
なることが原因であると考えられる．このような流動に
起因したからみあいの消滅による応力オーバーシュート
挙動は，Kremer-Grest モデル [49]，単鎖 slip-spring モ
デル [32]，Primitive Chain Networkモデル [50]，および
多体 slip-springモデル [51]でも見られている．したがっ
て，本研究のモデルも先行研究のモデルとも矛盾しない
モデルであると言える．
応力オーバーシュートを示す時間についてさらに解析

するために，オーバーシュートを示す時間とそのときの
応力の大きさについて調べる．せん断流動下の応力の時
間変化 〈σxy (γ̇, t)〉から，応力が最大値をとるときの時間
を tmax と，そのときの応力 σmax を求めた．z̄ = 8, 16に
対する tmax と σmax の関係を図 3.10(a)に示す．ここで
は，tmax を Rouse時間 τR，最大応力を G(0)で規格化している．G(0)は図 3.2の緩和弾性率における t = 0

の値を示す．tmax が小さい方が高せん断速度の結果に対応する．そのため，z̄ = 8 の結果の tmax/τR # 0.7

において σmax の値が他の値とは大きく外れているのは結合数が少なくかつせん断も遅いために，応力のば
らつきが大きく，最大値を正確に検知できなかったことによる外れ値であると考えられる．図 3.10(a) より，
tmax/τR 1 1 では σmax は t−1/2

max におおよそ比例し，tmax/τR 0 1 では σmax は t−1
max に比例していること

が読み取れる．さらに，最大応力のひずみ速度依存性を調べる．図 3.10(b)に最大応力 σmax と，せん断速度
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を Rouse 時間で規格化した Rouse - Weissenberg 数WiR = γ̇τR の関係を示す．せん断速度の規格化に τR

を用いることで σmax のせん断速度依存性は異なる z̄ に対しても重ね合わせることができることがわかる．
WiR 1 4では，σmax/G(0)はWi1R に比例し，WiR 0 4では σmax/G(0)はWi1/3R に比例する．応力が最大
値をとるまでに系に与えたひずみ γmax = γ̇tmax を求め，WiR と比較した結果を図 3.10(c)に示す．WiR は誤
差が大きいために γmax の値もばらつきが見られる．低WiR の領域を無視して考えると，WiR 1 10の場合
は γ ∼ 2程度であり，WiR 0 10では γ ∝ Wi1/3R の依存性を示すことがわかる．
You，Yu ら [52] によれば，tmax/τR ∼ 1 のとき，σmax ∝ t−1/2

max または σmax ∝ t−1/4
max の依存性を示し，

tmax/τR 0 10において σmax ∝ t−1
max の依存性を示すことが報告されている．さらに，WiR と γmax について

は，WiR 1 1のとき γ ∼ 2となり，WiR 0 1のとき γmax ∝ Wi1/3R となる．また，ピークひずみの値 γ ∼ 2

は管モデルでも予測されている [53]．
モデルでは σmax ∝ t−1/4

max の依存性は再現できていないものの，ある tmax/τR を境に σmax 依存性が切り替
わることは再現できる．γ についてもある低WiR における γmax の値や，高WiR におけるWiR 依存性のべ
き指数 1/3についても定量的に再現できていることがわかる．なお，依存性が切り替わる tmax/τR やWiR の
値については既存の実験結果とは一致しない．実験で用いられている Rouse時間 τR は非からみあい高分子の
緩和時間に対応した量であるのに対し，今回用いたモデルの Rouse時間 τR は単にからみあい数の 2乗の依存
性を持つ特徴時間であり，高分子の緩和時間とは直接対応はしない．従って，モデルと実験を比較する際には
平均からみあい数 z̄ の単位やからみあいセグメントの摩擦係数 ζ を実験的な Rouse時間と対応するように調
整する必要がある．この調整によってWiR の値の任意に変動するため，WiR の値そのものに定量的な意味は
ないと考える．
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図 3.10 平均からみあい数 z̄ = 8, 16 に対する，(a) 最大応力を示す時間 tmax と最大応力 σmax の関係，
(b)最大応力 σmax と Rouse - Weissenberg数WiR の関係，(c)Rouse - Weissenberg数WiR と応力最大となるひずみ γmax = γ̇tmax の関係．
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3.2.2 伸長流動
次に，平衡状態のモデルに伸長方向の流動を印加し，モデルのレオロジー特性を評価する．モデルの初期状

態を平衡分布からサンプリングし，時刻 t > 0においてひずみ速度 ε̇の定常伸長変形

κ =




ε̇ 0 0
0 − 1

2 ε̇ 0
0 0 − 1

2 ε̇



 (3.14)

を印加する．応力を 1000種類の乱数の種について平均し，非線形流動における伸長応力 〈σxx (ε̇, t)− σyy (ε̇, t)〉
を求める．ひずみ速度 ε̇で割ることで伸長粘度成長関数

η+E (ε̇, t) =
〈σxx (ε̇, t)− σyy (ε̇, t)〉

ε̇
(3.15)

を得る．時間ステップ数をNt = 5×104，平均からみあい数は z̄ = 8, 16とし，ひずみ速度は γ̇ = 2.5×10−3 ∼
10.24とした．なお，ひずみ速度が大きいとポテンシャル力が大きくなり計算が発散したため，離散時間の時
間幅を τR を単位とする単位系のもと ∆t = 10−3 ×min(0.01/ε̇, 1)と設定した．その他のパラメータは平衡条
件における計算と同様である．
平均からみあい数 z̄ = 8, 16，ひずみ速度 ε̇ = 2.5 × 10−3, 0.04, 0.64, 10.24に対する伸長粘度成長関数を図

3.11に示す．せん断流動の場合と同様に，からみあい数が少ない場合（z̄ = 8）や，短時間領域，ひずみ速度が
小さい場合は応力応答が小さくなるために平均誤差が大きくなる．図 3.11より，ひずみ速度が小さい場合は
粘度成長は線形極限に漸近することがわかる．一方，ひずみ速度が大きいとき伸長粘度は線形極限よりも大き
くなり，一時的にはひずみ硬化を示すが，その後オーバーシュートを示し，線形極限よりも小さくなることが
わかる．さらに，ひずみ速度が大きいほどひずみ硬化を示す時間は早くなる．粘度の極大値 ηE,max(ε̇)のひず
み速度依存性を図 3.12に示す．ηE,max(ε̇)はひずみ速度が大きいほど僅かに小さくなるが，ひずみ速度が大き
い場合ではひずみ速度にほぼ依存しない．
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図 3.11 平均からみあい数 (a)z̄ = 8，(b)z̄ = 16に対する，ひずみ速度 ε̇ = 2.5× 10−3, 0.04, 0.64, 10.24

の伸長粘度成長関数．黒色の実線は線形極限 ε̇ → 0における伸長粘度成長関数 3η+(ε̇ → 0, t)である．

より大きいひずみ速度に対して早い時間でひずみ硬化を示す点ではモデルは実験結果を定性的に再現できて
いると言える．しかし実験では伸長流動のもと粘度はひずみ硬化を示した後，オーバーシュートを示さずに定
常値に至ると言われている [15]．モデルではオーバーシュートを示しているため，ひずみ硬化後の粘度成長は
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図 3.12 平均からみあい数 z̄ = 8, 16に対する，粘度の最大値のひずみ速度依存性．

再現できていない．また，モデルの粘度の極大値はひずみ速度にほぼ依存しないのに対し，実験では粘度の定
常値 ηE(ε̇)は ηE(ε̇) ∝ ε̇−0.5 の依存性を示す．図 3.12と比較すると，粘度の極大値を定常粘度と見なした場
合でもモデルは実験におけるひずみ速度依存性を再現できない．
モデルの粘度成長挙動について解析するために，せん断のときと同様に平均からみあい数 〈z(t)〉，結合長

の時間変化 q(t)，S(t)，〈ξ2j (t)〉 を計算した結果を図 3.13に示す．図 3.13(a)より，いずれのひずみ速度にお
いても長時間極限においてからみあい数が非常に小さくなることがわかる．さらに，ひずみ速度がより大き
い場合にはより短時間において平均からみあい数が減少しており，2 段階のからみあい数の減少が見られる．
図 3.13(b)，3.13(c)，より，いずれのひずみ速度において長時間極限において平均結合長がに上昇し，配向は
ε = 2.5× 10−3 を除いて 0に漸近する．さらに，ひずみ速度がより大きい場合にはより短時間においても平均
結合長と配向が顕著に上昇する．両者はせん断の場合よりも急峻な増加が見られる．図 3.13(d)より，いずれ
のひずみ速度においても長時間極限において鎖上結合位置は高分子の末端にあることがわかる．さらに，ひず
み速度がより大きい場合にはより短時間において鎖上結合位置が高分子の末端に移動し始めることがわかる．
ひずみ硬化とその後のオーバーシュート挙動について考察する．図 3.13(c)より，伸長流動を印加すると伸

長方向に過渡結合が配向する．また，図 3.13(b)に見られるように平均結合長を上昇する．その後，鎖上結合
位置が末端に移動し始め（図 3.13(d)），同時にからみあい数も減少し始める．（図 3.13(a)）．図 3.11(b) と比
較すると，結合長の立ち上がりの時間とひずみ硬化を示し始める時間はおおよそ一致する．また，からみあい
数が減少を始める時間と粘度が最大値を示す時間は一致する．結合が伸び始める時間よりもからみあい数が減
少し始める時間の方が遅いことから，モデルにおけるひずみ硬化は伸長によって結合の数が減少しないままで
結合が伸ばされて大きな応力が発生することが原因だと考えられる．その後，結合が伸ばされたことにより鎖
上結合位置はエネルギー的に安定な末端に移動し，移動を始めると同時にからみあい数が減少する．からみあ
い数が減少することにより応力が減少し，応力オーバーシュートを示すと考えられる．
先行研究のモデル [26, 31]では，slip-linkなどのからみあいによる拘束点は高分子の末端付近に生成される．

さらに，これらのモデルは高分子の形態について粗視化をしていないため，高分子の末端は流動とともに異方
性を持つ．そのため，流動化では新しいからみあいの拘束点の位置も異方性を持つことになる．これにより，
伸長流動下では応力を保持する高分子の形態が保たれ，新しい結合が生成されても応力が低減しにくくなる．
一方，本研究のモデルでは，新しい結合が生成される際，新しい結合の固定点は流動の有無にかかわらず等方
的な分布（式 (2.21)）に従って生成される．従って，変形によって結合が配向したとしても新しい結合は等方
的である．そのため，伸長流動下では配向した結合が消滅すれば応力は保持されず，その結果応力は減少し，
オーバーシュート挙動を示す．以上から，本研究のモデルで実験におけるひずみ硬化及び定常粘度が再現され
ないのは高分子の形態自由度を粗視化したことが原因だと考えられる．
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図 3.13 平均からみあい数 z̄ = 16，ひずみ速度 ε̇ = 2.5 × 10−3, 0.04, 0.64, 10.24 に対する状態変数の時
間発展 (a) : 平均からみあい数 〈z(t)〉，(b) : 結合長 q(t)，(c) : 結合の配向 Sxx(t)，(d) : 平均鎖上結合位
置 〈

ξ2j (t)
〉．

3.2.3 大変形における応力緩和
次に，平衡状態のモデルに初期せん断ひずみを与えたときの応力緩和関数を計算する．実験ではからみあい

高分子にせん断ひずみ γ を加えた際の緩和弾性率 G(γ, t)は 2段階の緩和を示す [16]．また，ダンピング関数
h(γ)を用いることで長時間側の緩和成分をG(γ, t) # h(γ)G(t)のように，ひずみ成分と応力緩和成分をデカッ
プルして表すことができることが知られている．（ただし，G(t)は緩和弾性率の線形極限 G(t) ≡ G(γ → 0, t)

である．）以上のような実験結果とモデルによる計算結果を比較する．
計算では，平衡状態のモデルに xy 方向のせん断ひずみ

κ(t) =




0 γ 0
0 0 0
0 0 0



 δ(t) (3.16)

を印加し，その後は流動を一切与えずに Langevin方程式の数値積分，及び過渡結合の生成消滅操作を行なっ
た．1000種類の乱数の種について同様の計算を行い，各時間ステップにおけるせん断応力 σxy(γ, t)の平均を
計算することで緩和弾性率

G(γ, t) =
〈σxy(γ, t)〉

γ
(3.17)

を計算する．平均からみあい数を z̄ = 8, 16, 32, 64，初期ひずみを γ = 0.3125, 0.625, 1.25, 2.5, 5.0, 10.0, 20.0

とした．時間ステップ数は z̄ = 8, 16のときは Nt = 104，z̄ = 32, 64のときは Nt = 5× 104 とした．その他
のパラメータは平衡条件における計算と同様である．
平均からみあい数 z̄ = 64，初期ひずみ γ = 20.0, 5.0, 1.25, 0.3125 に対する緩和弾性率 G(γ, t) を図

3.14 に示す．統計平均による平均誤差を誤差棒を用いて表す．図 3.14 より，初期ひずみが小さい場合
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（γ = 0.3125, 0.625）はG(γ, t)は線形極限G(t)に漸近し，初期ひずみが大きい場合（γ = 5.0, 20.0）はG(γ, t)

は線形極限よりも小さな値をとり，べき的な時間依存性で減衰することがわかる．従って，初期ひずみが大き
い場合は緩和時間分布が広くなっていると言える．長時間側で統計量不足のために値が安定していない．その
ため，最長緩和時間の初期ひずみ依存性はこの結果からは読み取ることができない．
図 3.14より，モデルは実験で見られるような 2段階の緩和挙動を再現することはできない．最長緩和モー

ドまで計算できていないため，ダンピング関数を用いたシフトができるかどうかについては判断できない．し
かし，中程度の時間域においてベキ的な時間依存性を示していることから，中長時間域において緩和モードを
ダンピング関数を用いて重ね合わせることはできないと考えられる．
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図 3.14 平均からみあい数 (a)z̄ = 8，(b)z̄ = 16，(c)z̄ = 32，(d)z̄ = 64 における，初期ひずみ
γ = 20.0, 5.0, 1.25, 0.3125に対する緩和弾性率．黒色の実線は線形極限 G(t)を表す．

モデルの応力緩和挙動について解析するため，せん断流動の場合と同様に平均からみあい数 〈z(t)〉，結合長
の時間変化 q(t)，S(t)，〈ξ2j (t)〉 を計算した結果を図 3.15に示す．図 3.15(a)より，初期ひずみが大きいとき
からみあい数は減少し，その後再び平均個数に近づくことがわかる．さらに，初期ひずみが大きいほどより早
い時間で減少を始め，消滅個数も多くなる．図 3.15(b)より，初期ひずみが大きいほど初期時刻における結合
長は長く，時間とともに平均値に漸近する．図 3.15(c)より，中程度の初期ひずみ γ = 1.25, 5.0のときにせん
断方向に最も強く配向することがわかる．時間とともに配向は緩和し，0に漸近する．図 3.15(d)より，初期



第 3章 結果と考察 30

0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
1.1

100 101 102 103 104 105

(a)

〈z
(t)
〉 /

 z-

t

γ = 0.3125
1.25

5.0
20.0

101

102

103

100 101 102 103 104 105

(b)

q(
t)

t

γ = 0.3125
1.25
5.0

20.0

-0.04

0.00

0.04

0.08

0.12

0.16

0.20

100 101 102 103 104 105
(c)

S x
y(
t)

t

γ = 0.3125
1.25
5.0

20.0

0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7

100 101 102 103 104 105

(d)

〈ξ
j2 (t)

〉 /
 〈ξ

j2 〉
eq

t

γ = 0.3125
1.25
5.0

20.0

図 3.15 平均からみあい数 z̄ = 64，初期ひずみ γ = 20.0, 5.0, 1.25, 0.3125 に対する，状態変数の時間発
展 (a) : 平均からみあい数 〈z(t)〉，(b) : 結合長 q(t)，(c) : 結合の配向 Sxy(t)，(d) : 平均鎖上結合位置〈
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〉．

ひずみが大きいとき，鎖上結合位置の平均は高分子の末端に移動し，その後，平衡位置にもどることがわかる．
さらに，初期ひずみが大きいほどより早い時間で移動をし，移動量も大きくなることがわかる．
せん断を印加することで結合長が大きくなり（図 3.15(b)），それによって鎖上結合位置がエネルギー的に安

定な高分子の末端に移動する（図 3.15(d)）．これによって，からみあいの個数が減少するので，移動とほぼ同
じ時間にからからみあいの個数が減少する（図 3.15(a)）．消滅しなかった結合は平衡長までもどるため，結合
長が平均長さに近づく．また，新しい結合は平衡統計から抽出されるので，配向をしていない結合が増え始め，
からみあい個数や鎖上結合位置が平均値に近づく．

3.3 からみあい同士の相互作用について
以上に示したモデルでは，Rouse鎖にある複数のからみあいのうち 1つだけを取り出し 1個あたりの自由エ

ネルギーを計算し，後にからみあいの個数だけ足し合わせてポテンシャルの関数形を導出した．これはからみ
あい同士の高分子鎖を介した相互作用を無視していることに対応する．からみあいの生成・消滅をからみあい
ごとに独立に扱えるために計算的に有利な反面，からみあい間の相互作用を無視することの正当性は明らかで
はない．実際，slip-linkモデル [25, 26]では隣り合ったからみあい点間の相互作用が考慮されている．本セク
ションでは，2.1節のように 1個のからみあいのみを取り出すのではなく，複数のからみあいがある状態のま
ま形態について粗視化を行い，からみあい同士の相互作用について計算を行う．
粗視化前の Rouse鎖のポテンシャルは式 (2.1)と等しい．ここで，{sj}番目（j = 1, . . . , z）のセグメント

にからみあいがあり，当該セグメント {Rsj

}がそれぞれ slip-link点 {aj}に固定されていると考える．Rouse

鎖の重心を点 RG に固定したまま，分配関数の Rouse鎖の形態モードXp について積分を行い，部分分配関
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数 Z (RG, {aj} , {sj} , z)を計算する．
Z (RG, {aj} , {sj} , z) =

∫
d {Xp}p=0,...,N−1 δ (X0 −RG)






z∏

j=1

δ
(
Rsj − aj

)



 exp

[
−F ({Xp})

kBT

]

=
1

(2π)dz

∫
d {Xp}p=1,...,N−1

∫
d {kj} exp



−
z∑

j=1

ikj ·
{
RG − aj +

N−1∑

p=1

Xp cos

(
p(sj − 1/2)

N
π

)}



× exp

[
−dN

2b2

N−1∑

p=1

λpX
2
p

]

=
1

(2π)dz

{
N−1∏

p=1

(
2πb2

dλp

)d/2
}
(detC)d/2 exp



−
z∑

j=1

z∑

k=1

d

2b2
Cjk (RG − aj) · (RG − ak)





(3.18)

ここで，C = C ({sj}) ≡ NB−1 ({sj}) であり，B は
Bjk =

N−1∑

p=1

1

λp
cos

(
p(sj − 1/2)

N
π

)
cos

(
p(sk − 1/2)

N
π

)
(3.19)

と表される行列である．{sj}について連続近似を用い，[0 : N ]における Fourier展開より，
Bjk =

1

8

{
(sj + sk −N)2 + (|sj − sk|−N)2

}
− 1

12
N2 (3.20)

と求めることができる．以上より，拘束条件下の自由エネルギー F (RG, {aj} , {sj} , z)は，
F (RG, {aj} , {sj} , z) =

z∑

j=1

z∑

k=1

dkBT

2b2
Cjk ({sj}) (RG − aj) · (RG − ak)−

dkBT

2
ln [detC ({sj})]

(3.21)

と求められる．式 (3.21) の左辺第 1 項は高分子の重心と slip-link 点間の調和ポテンシャルの和である．式
(3.21) の左辺第 2 項は 2.1 節と同様に，からみあい位置 {sj} が一様分布に従うためのポテンシャルである．
式 (3.21)より，高分子の形態について粗視化をしたときの自由エネルギーは，各からみあいによるエネルギー
の単なる足し合わせではなく，からみあいの組み合わせによって決まるエネルギーを全ての組について足し合
わせた和であることがわかる．さらに，j 番目と k 番目のからみあいペアによるポテンシャルの係数行列 Cjk

はB ({sj})の逆行列であるため，Cjk は原理的に全てのからみあい位置 {sj}に依存する．以上より，からみ
あい位置同士は Cjk を介して互いに相互作用をすることがわかる．
式 (3.20)より B ({sj})は複雑であり，その逆行列 C の解析計算は非常に困難である．C の性質について

調べるために，平衡分布からいくつかの {sj}をサンプリングし，それぞれの {sj}に対して係数行列 Cjk を数
値計算する．ある乱数の種から，z 個の {sj}を [0 : N ]の一様分布から生成する．{sj}を昇順に並び替えを行
い，{sj}に対して行列B ({sj}) を計算する．数値計算によってB ({sj})の逆行列 C {sj}を計算する．
図 3.16に N = 10，z = 10に対して 4種類の乱数の種から計算した C ({sj})のカラーマップのサンプルを

示す．図 3.16より，全サンプルの傾向として，Cjk は対角成分（j = k）が正となり，からみあい位置が隣り
あう場合（|j − k| = 1）の係数行列 Cjk は負になることがわかる．また，からみあい位置が隣合わない場合
（|j − k| ≥ 2）は Cjk の値が小さくなる．以上より，係数行列 C (sj)は三重対角成分の値が主要であることが
わかる．従って，からみあい位置同士の相互作用はからみあい位置が隣りあう場合や，あるいは互いに近接し
ている場合に強くはたらくと考えられる．
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図 3.16 N = 10，z = 10について 4種類の乱数の種から生成した {sj}からそれぞれ計算された係数行列 C ({sj})．

そこで，z = 2の場合を考え，2個のからみあい同士の相互作用を計算し，z > 2の場合に近似的に適用する
ことを考える．z = 2の場合であれば係数行列 C は 2× 2行列 B の逆行列なので解析的に計算することがで
きる．なお，2× 2行列であっても逆行列C の表式が複雑になるので，|sj − sk| = 0周辺で展開することでC

を近似的に得ることができる．
C(s1, s2) #

4

|s1 − s2|

(
1 −1
−1 1

)
(3.22)

式 (3.22)より，からみあい位置がごく近接で隣り合っているとき，係数行列の対角成分は |sj − sk|−1 に比例
した正の値をとり，非対角成分は |sj − sk|−1 に比例した負の値をとることがわかる．
式 (3.22)より，隣りあった 2個のからみあい同士の相互作用を近似的に計算することができる．次に z > 3

の場合について，z − 1の隣りあったからみあいのペアについて式 (3.22)の足し合わせを行う．ただし，係数
4は無視する．j = 1の場合はそれぞれ隣りあった k = 2番目のからみあいから決まる係数行列 C11，C12 を
式 (3.22)から計算し，

Cjk =






1
|s1−s2| j = k = 1

− 1
|s1−s2| j = 1 and k = 2

0 otherwise

(3.23)
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とする．同様に，j = z の場合はそれぞれ隣りあった k = z − 1番目のからみあいから決まる係数行列 Czz，
Cz,z−1 を式 (3.22)から計算し，

Cjk =






1
|sz−sz−1| j = k = z

− 1
|sz−sz−1| j = z and k = z − 1

0 otherwise

(3.24)

とする．1 < j < z の場合は k = j − 1, j + 1番目のからみあいと相互作用をするので，対角成分 Cjj につい
てはそれぞれとの相互作用に対応する係数行列を式 (3.22)から計算し足し合わせることにする．

Cjk =






1
|sj−sj−1| +

1
|sj−sj+1| 1 < j < N and k = j

1
|sj−sj−1| 1 < j < N and k = j − 1

1
|sj−sj+1| 1 < j < N and k = j + 1

0 otherwise

(3.25)

式 (3.23)-(3.25)で計算される係数行列 C ({sj})を式 (3.21)に代入することで，z 個のからみあいがある場合
に高分子の形態について積分をしたときの自由エネルギーを近似的に計算することができる．
ここで，隣あった slip-link間のボンドベクトル pj = aj+1 − aj = (aj+1 −RG)− (aj −RG) を導入して

上で求められた自由エネルギーを変形すると，
F ({pj} , {sj} , z) =

z−1∑

j=1

dkBT

2b2
1

|sj+1 − sj |
p2
j +

z−1∑

j=1

dkBT

2
ln (|sj+1 − sj |) (3.26)

が得られる．式 (3.26)は既存の slip-linkモデル [26]の自由エネルギーと等価である．式 (3.26)に従う過渡ポ
テンシャルを設定してモデルを構築したとしても，得られるダイナミクスは slip-linkモデルとほぼ等価である
と考えられる．以上の計算より，slip-linkモデルで用いられているポテンシャルはからみあい同士の最低限の
相互作用が取り入れられていると考えられる．からみあい同士の相互作用が考慮された slip-linkモデルがから
みあい高分子の実験結果をある程度再現できることを考えると，本研究のモデルが実験結果を完全には再現で
きないのは，からみあい同士の相互作用が無視していることが原因であると考えられる．一方，距離の −1乗
るに比例したポテンシャル系をモデルに導入すると数値的安定性が悪くなるので離散時間幅 ∆tをさらに小さ
くしなければならない．すると本研究のモデルのように τR を単位時間とすることができなくなり，多くの計
算時間がかかることになる．また，からみあい同士が相互作用をする場合，1回の時間更新における複数のか
らみあいの生成が独立事象ではなくなるので，からみあいの生成の方法が複雑になる．以上より，計算コスト
が低くかつ精度の高いモデルを構築するためにはからみあい同士の相互作用をポテンシャル以外の何らかの形
で取り入れる必要があると考えられる．
1つの解決策として，2.1節の粗視化をする際に，第 1 Rouseモードの自由度を残すことが考えられる．上

で計算したからみあい同士の相互作用は，粗視化する前から存在していていたのではなく形態の粗視化によっ
て高分子の形態を介した相互作用が現れたものである．そこで，第 1 Rouseモードを高分子の最低限の形態の
自由度として残すことで，からみあいは第 1 Rouseモードを介して互いに相互作用をするようになる．これに
よって最低限のからみあい間相互作用を取り込むことができると考えられる．また，からみあい高分子の第 1

Rouse モードの運動の時間スケールは応力の緩和時間と同程度 [5] なので，それよりも十分短い Rouse 時間
τR を単位時間として用いることができるので計算コストも抑えられると期待できる．
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結論
本研究では，からみあいのある複数の高分子を複数の粒子として粗視化する従来のモデル [34, 35] とは異

なり，1本の高分子を 1個の粒子として代表する粗視化度の高いモデルを構築し，モデルの線形・非線形粘弾
性挙動を計算した．高分子鎖の重心を粒子の座標とし，複数のからみあいを複数の過渡結合として表現した．
Rouse 鎖の重心を粒子の座標 R に固定し，鎖上のからみあい点を空間上の拘束点 aj に固定した拘束条件の
下，Rouse鎖の形態モードについて積分をすることで部分分配関数を求めることで過渡ポテンシャルの関数形
を導出した．複数のからみあいのある拘束条件のもとで積分するのではなく，からみあいの個数が 1 個の場
合を仮定し，からみあい 1個あたりのエネルギーを計算し，その後にからみあいの数だけ足し合わせた．これ
はからみあい同士の相互作用を無視したことに対応する．計算によって，高分子鎖上の中央にからみあいがあ
る場合にバネ係数が最大となり，高分子の末端でからみあいがある場合にバネ係数が最小となることが導かれ
た．からみあい位置について定義域が [−1 : 1]になるように規格化し，高分子鎖上のからみあい位置を表す状
態変数 ξj を導入した．粒子の座標 R と拘束点 aj は Langevin 方程式に従い空間上を拡散することとした．
鎖上結合位置 ξj は 1次元の Langevin方程式に従い高分子鎖上を拡散することとした．また，鎖上結合位置が
高分子の末端に至ったとき，当該のからみあいは消滅し，詳細釣り合い関係を満たすように新しいからみあい
が生成されるようにした．からみあいの個数の平均値を z̄ とした．z̄ は高分子の分子量に比例したパラメータ
である．本研究では，これは高分子の形態モードについて粗視化したことでシミュレーションでの単位時間を
z̄2 に比例した Rouse時間を単位時間とすることができた．これは従来の高分子鎖を顕に考えるモデルと比べ
ると時間について z̄2 倍の高速化ができることに対応する．
まず，数値計算において詳細釣り合い関係が満たされていることを確かめるため，種々の z̄ に対して z，

ξj の分布を計算した．結果，いずれの状態変数もモデルの平衡分布の理論式と一致することがわかり，数値
計算においても詳細釣り合い関係が満たされていることを確認した．次に，種々の z̄ に対して緩和弾性率
G(t)と粒子の平均二乗変位を計算した．z̄ が大きいほど緩和弾性率の最長緩和時間が大きくなることがわかっ
た．また，最長緩和時間は z̄3 に比例した．Fourier変換によって複素弾性率 G∗(ω)を計算した．損失弾性率
G′′(ω) は z̄ が小さい場合には G′′(ω) ∝ ω−1 となり，単純な Maxwell 緩和を示した．一方，z̄ が大きいとき
G′′(ω) ∝ ω−1/2 なる周波数依存性を示した．また，ゼロせん断粘度 η0 は η0 ∝ z̄3 の依存性を示した．z̄ が大
きい場合の以上の線形粘弾性挙動は，従来の管モデル [3] と類似しており，実験結果を完全には再現しないも
のの，からみあい高分子について基本的な粘弾性挙動を再現することがわかった．平均二乗変位は，z̄ が小さ
い場合の平均二乗変位は時間の 1乗に比例した通常拡散を示し，z̄ が大きい場合に異常拡散を示した．異常拡
散の終端時間領域は緩和弾性率の緩和時間と同程度であった．この結果はからみあい高分子のシミュレーショ
ン結果とは矛盾する．また，平均二乗変位の長時間域における拡散係数Dself は z̄ が小さい場合にDself ∝ z̄−1
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の依存性を示し，z̄ が大きい場合に Dself ∝ z̄−3 の依存性を示した．z̄ が小さい場合の依存性は実験結果と対
応しているが，この結果はモデルのアーティファクトであると考えられる．z̄ が大きい場合の分子量依存性は
実験結果よりも強くなった．
次に，平衡状態のモデルにスタートアップ定常せん断流動を印加し，レオロジー挙動を計算した．結果，粘度

成長関数 η+(γ̇, t)はひずみ速度が大きい場合に線形極限よりも小さくなる応力オーバーシュートの挙動を示す
ことがわかった．さらに，長時間領域における定常粘度はひずみ速度の増加とともに減少する shear-thinning

を示した．ただし，定常粘度と複素粘度は完全には一致せず，モデルは Cox-Merzの経験則は再現しないこと
がわかった．せん断によって過渡結合が引き伸ばされ，鎖上結合位置が高分子の末端に移動し，からみあいが
消滅することで応力が低減することがモデルの応力オーバーシュートの起源であると考えられる．粘度が最大
値を示すときのひずみ γmax とWeissenberg数WiR はWiR が小さいときには γmax ∼ 2程度であり，WiR が
大きいときは γmax ∼ Wi0.33R の依存性を示した．この結果はからみあい高分子の定常せん断の実験結果とよく
対応する．
平衡状態のモデルにスタートアップ定常伸長流動を印加し，レオロジー挙動を計算した．結果，粘度成長関

数 η+E(γ̇, t)はひずみ速度が大きい場合に線形極限よりも大きくなるひずみ硬化を示したのち，オーバーシュートを示し粘度は線形極限よりも小さくなった．実験ではひずみ硬化を示したあと粘度は定常値となるため，モ
デルは実験結果を再現しないことがわかった．これは新しいからみあいの拘束位置が高分子の異方性を反映し
ておらず，伸長状態の応力が保持されないためにオーバーシュートを示してしまうのだと考えられる．なお，
伸長流動では変形によってからみあいの数が減少し始める前に強く結合が引き伸ばされるためにせん断流動と
は異なりモデルはひずみ硬化を示したのだと考えられる．
平衡状態のモデルに時刻 0においてステップひずみを印加し，非線形緩和弾性率を計算した．結果，ひずみ

が小さいときはひずみが十分小さい場合の緩和弾性率に漸近し，ひずみが大きいときには緩和弾性率は線形極
限よりも顕著に小さくなり，時間のべき乗の依存性を示した．統計量不足により緩和弾性率の終端緩和まで計
算できなかったが，実験で報告されているようなダンピング挙動は再現できないと考えられる．モデルではひ
ずみによって過渡結合が引き伸ばされ，鎖上結合位置が高分子の末端に移動することでからみあい数が一時的
に減少し，平衡状態に戻るにつれてからみあい数が平均値に近づく挙動が見られた．
最後に，からみあい同士の相互作用について議論するために，複数のからみあいがある状態のまま Rouse

モードについて粗視化を行った．複雑な逆行列の計算が要求されたため解析計算はできなかった．からみあい
位置が隣接したからみあい同士の相互作用のみが主要であるとして自由エネルギーを計算することで近似的に
自由エネルギーを計算することができた．しかし，ここで求められた自由エネルギーは既存の slip-linkモデル
[26]の自由エネルギーと等価な関数形であった．この関数形を用いることでからみあい高分子の実験結果を再
現できることが期待されるが，数値的な不安定性などが懸念された．ある解決策として，粗視化をする場合に
第 1 Rouseモードなどの最低限の形態の自由度を残すことが考えられる．これによって形態モードを介した最
低限のからみあい同士の相互作用を取り入れることが期待される．
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付録 A

離散時間における生成確率の導出
ここでは，離散時間幅 ∆tにおける新しい過渡結合の生成確率について詳細な計算を行う．まず，時刻 tに

おいて −1 ≤ ξj ≤ 1にある鎖上結合位置が時刻 t+∆tにおいて消滅する確率を計算する．本文より，ξj は以
下の Langevin方程式に従って拡散をする．

dξj
dt

= F (ξ)
j (ξj) +

√
2Dsvj(t) (A.1)

式 (A.1)を解析的に解くことは難しいので，時間幅∆tにおける ξj の拡散は十分に小さいと考え，F (ξ)
j (ξj)を

定数 fj = F (ξ)
j とする．すると，ξj の拡散について式 (A.1) と等価な Fokker-Planck 方程式を得ることがで

きる．
∂P (ξ, t)

∂t
= −fj

∂P (ξ, t)

∂ξ
+Ds

∂2P (ξ, t)

∂ξ2
(A.2)

ここで，P (ξ, t) は時刻 t における ξ = ξj(t) の確率分布関数である．両辺を Fourier 変換し，P̄ (k, t) =
∫∞
−∞ dξP (ξ, t)eikξ とすると，式 (A.2)は

∂P̄ (k, t)

∂t
= −

(
k2Ds − ikfj

)
P̄ (k, t) (A.3)

のように変形できる．式 (A.3)を解くと，
P̄ (k, t) = exp

[
−k2tDs − ik(ξ0 − fjt)

]
(A.4)

が得られる．ここで，時刻 t = 0における ξ の初期位置を ξ = ξ0 とし，P̄ (k, t = 0) =
∫∞
−∞ dξδ(ξ − ξ0)eikξ =

eikξ0 を用いた．式 (A.4)に Fourier逆変換 P (ξ, t) = (1/2π)
∫∞
−∞ dξP̄ (k, t)e−ikξ を施すことで，

P (ξ, t) =

√
1

4πDst
exp

[
− (ξ − ξ0 − fjt)

2

4Dst

]
(A.5)

が得られる．よって，時刻 ti において ξi,j にあった ξj が，時刻 ti+1 = ti +∆tで ξi+1,j にある確率分布は
P (ξi+1,j ,∆t|ξi,j) =

√
1

4πDs∆t
exp

[
− (ξi+1,j − ξi,j − fj∆t)2

4Ds∆t

]
(A.6)

と近似的に求めることができる．時間 ∆tの数値積分によって ξi+1,j ≤ −1または 1 ≤ ξi+1,j となった場合，
その結合は消滅するため，時刻 ti で ξi,j にある鎖上結合位置が時刻 t+∆tにおいて消滅する確率 P ∗

−(ξi,j)は，
式 (A.6)を ξi+1,j ≤ −1, 1 ≤ ξi+1,j にわたって積分することで

P ∗
−(ξi,j ,∆t) =

1

2
erf

(
1− ξi,j − fj∆t√

4Ds∆t

)
− 1

2
erf

(
−1 + ξi,j + fj∆t√

4Ds∆t

)
(A.7)
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と計算できる．
時間 ∆tの間の結合の生成・消滅の詳細釣り合い関係は

P+(ai,z+1, ξi,z+1)Peq(R, {aj} , {ξj} , z) = z+1C1P
∗
−(ξi,z+1,∆t)Peq(R, {aj} , {ξj} , z + 1) (A.8)

と求められる．ただし，z+1C1 は z + 1個ある結合のうち，消滅するものを 1つ選ぶ場合の数を表す．また，
P+(az+1, ξz+1)は生成される z + 1の結合の拘束点 az+1，鎖上結合位置 ξz+1 の分布である．式 (A.8)より，

P+(az+1, ξz+1) = z̄P ∗
−(ξz+1,∆t)Peq(ξz+1)Peq(az+1|R, ξz+1) (A.9)

と求められる．右辺は Peq(ξz+1)Peq(az+1|R, ξz+1)に従う新しい結合を生成し，かつこの結合が P ∗
−(ξz+1,∆t)

の確率を満たす事象が z̄ 回生じる確率を表す．よって，詳細釣り合い関係を満たしながら新しい結合を生成
するには平衡統計分布 Peq(ξz+1)Peq(az+1|R, ξz+1)に従って新しい結合を生成し，P+(ξz+1) = P ∗

−(ξz+1,∆t)

の確率で生成の判定をする試行を z̄ 回繰り返す必要がある．なお，一般に z̄ は実数なので試行回数 K は本文
の式 (2.65)に従って生成する．
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付録 B

実験との比較
本研究のモデルは，からみあい高分子の基本的な線形粘弾性挙動やせん断流動下での粘弾性を再現するもの

の，実験結果を完全には再現できない．ここでは，モデルの予測と，Auhlらによる実験 [54]との比較を行う．
Auhlらの実験では，様々な分子量のポリイソプレン溶融体に対して複素弾性率とスタートアップ定常せん断
流動下の粘度成長関数を測定している．ここでは実験結果のうち，重量平均分子量がMw = 94.9kg/molのサ
ンプル（PI-90k）に対して比較を行う．
モデルと実験の粘弾性を比較するためには，弾性率，分子量，時間についてモデルの単位系と実験の単位形

を換算する必要がある．実験結果を定性的に再現するモデルであれば，実験と一致するようにモデルの弾性率
の単位を調整し，実験における粘度の分子量依存性がモデルの粘度の分子量依存性と重なるようにモデルの分
子量と粘度の単位をシフトすることでこれらの単位の換算係数を得ることができる．しかし，本研究のモデル
は粘度の分子量依存性は計算した範囲では常に η0 ∝ z̄3 ∝ M3 であるため，分子量と時間の換算係数を得る
ことができない．そこで，モデルの平均からみあい数 z̄ は実験試料のからみあい数Mw/Me と等しいとする．
Me はからみあい点間分子量である．z̄ に対して複素弾性率を計算し，実験結果と一致するようにシフトする
ことで時間と弾性率の換算係数を得る．
PI-90kの平均絡み合い数はMw/Me = 19.7であるから，z̄ = 19.7とする．その他のパラメータは本文と同

様のパラメータ α = 0.1, ζ∗s = 0.1を用いた．シミュレーションでは離散時間幅は ∆t = 0.001とした．線形粘
弾性の計算では，時間ステップ数は Nt = 106，乱数列のサンプル数は 30とした．スタートアップせん断の計
算では，時間ステップ数は Nt = 2× 104，乱数列のサンプル数は 1000とした．
PI-90k の複素弾性率 G∗(ω) について，Auhl らによる実験結果とシミュレーション結果を図 B.1 に示す．

モデルの複素弾性率は実験の終端緩和領域を一致するように時間と弾性率の単位変換を用いて定数倍されてい
る．単位変換の結果，モデルの時間，弾性率の単位は t0 = 5.5 × 10−4[s], G0 = 2.7 × 105[Pa]と計算された．
モデルは高分子の形態自由度を持たないため，高周波領域の周波数依存性は原理的に一致しない．また，本文
に示したようにモデルは中程度の周波数領域にて損失弾性率 G′′(ω) が G′′(ω) ∝ ω−1/2 の周波数依存性を示
す．そのため，実験で見られている G′′(ω) ∝ ω−1/4 の周波数依存性は再現できない．
以上から得られた時間と弾性率の換算係数を用いて，同サンプルのスタートアップ定常せん断における粘度

成長関数を比較した結果を図に示す．なお，実験結果は基準温度が Tr = 25◦Cになるように時間温度換算則
に基づいてシフトされている．結果より，低ひずみ速度の場合には応力オーバーシュートの概形もおおよそ再
現できている．これは上記の単位換算において低周波領域が合うように単位を選んだことと，モデルは低ひず
み速度領域においてピークひずみのひずみ速度依存性を再現できていることが理由だと考えられる．一方，モ
デルはピークひずみのひずみ速度依存性は原理的に実験結果を再現できるにもかかわらず，今回は実験結果を
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図 B.1 Auhl らによる PI-90k の実験結果 [54] とモデルのシミュレーション結果の比較．基準温度は
Tr = 25◦Cとしている．

再現できていない．考えられる理由としてはモデルと実験結果の単位換算においてモデルの Rouse 時間と実
験の Rouse時間が一致するような条件を用いていないことが原因と考えられる．また，モデルは実験結果より
も強いひずみ速度依存性を示す．Cox-Merzの経験則に基づいて考えると，モデルの複素弾性率は実験よりも
強い周波数依存性を示し，定常粘度も同様のひずみ速度依存性を示した．モデルが実験的な複素弾性率の周波
数依存性を再現できないことから，定常年度についても同様に再現できないと考えられる．
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図 B.2 Auhlらによる PI-90kの PI-90kの粘度成長関数 [54]（プロット）とモデルのシミュレーション結
果（同色の実線）の比較．基準温度は Tr = 25◦Cとしている．
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